
ಲಂಬ ವಿಕರ್ಣ�ಗಳ ಚತುರ್ಭುು�ಜಗಳು
 ಈ ಲೇ�ಖನದಲ್ಲಿ	,  ತನ್ನ ಎರೆಡು ವಿಕರ್ಣ�ಗಳನು್ನ ಲಂಬವಾಗಿ ಹೊ�ಂದಿರುವ ಚತುರ್ಭುು�ಜದ ಕೆಲವು ಗುರ್ಣಗಳನು್ನ
ನಾವು ಅರ್ಭು್ಯಸಿಸುತ್ತ,�ವೆ.  ನಾಲು. ಬಾಹುಗಳ ಚಿತ್ರವೆ3ಂದು ಈ ಗುರ್ಣವನು್ನ ಹೊ�ಂದಿದ್ದಲ್ಲಿ	 ಅದನು್ನ ನೇ�ರ -ವಿಕರ್ಣ�
ಚತುರ್ಭುು�ಜ ಎನು್ನತಾ,ರೆ.  ನಮಗೆ ತಿಳಿದಿರುವ ಹಲವು ನಾಲು. ಬಾಹುಗಳ ಆಕಾರಗಳೂ ಕ�ಡ ಇದೇ� ಗುರ್ಣವನು್ನ
ಹೊ�ಂದಿವೆ :  ಚೌಕಗಳು,   ವಜಾ್ರಕೃತಿಗಳು  (ಇಲ್ಲಿ	 ನಾಲು. ಬಾಹುಗಳು ಸಮನಾಗಿರುತ,ವೆ )  ಹಾಗು ಗಾಳಿಪಟಗಳು
(ಇಲ್ಲಿ	 ಎರೆಡು  ಜೋ��ಡಿ ನಿಕಟಬಾಹುಗಳು  ಸಮನಾದ  ಉದ್ದವನು್ನ ಹೊ�ಂದಿರುತ,ವೆ ).  ಓದುಗರಿಗೆ
ಆಶ್ಚರ್ಯ�ವಾಗಬಹುದು  ಆದರೆ ಇಂತಹ  ಸಾಮಾನ್ಯ ಬೇ�ಡಿಕೆಗಳೂ (ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು  ಒಂದಕೆ�.ಂದು
ಲಂಬವಾಗಿರುವುದು) ಸಹ ಹಲವಾರು ಪಾ್ರಥಮಿಕ ಹಾಗು ಆಹಾ	ದಕರ ಗುರ್ಣಗಳಿಗೆ ಎಡೆಮಾಡಿಕೆ�ಡುತ,ದೇ. 

ಗುರ್ಣ ೧ : ವಿರುದ್ಧ ಬಾಹುಗಳ ವಗ�ಗಳ ಮೊತ,ಗಳು
ಪ್ರಮೇ�ಯ  ೧. ಚತುರ್ಭುು�ಜದ  ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು  ಒಂದಕೆ�.ಂದು  ಲಂಬಗಳಾಗಿದ್ದರೆ,  ವಿರುದ್ಧ ಬಾಹುಗಳ  ಎರೆಡು
ಜೋ��ಡಿಗಳು ಸಮನಾದ ವಗ�ಗಳ ಮೊತ,ಗಳನು್ನ ಹೊ�ಂದಿರುತ,ವೆ. 

ಚತುರ್ಭುು�ಜವನು್ನ ABCD ಎಂದು ಹೊಸರಿಸೋ��ರ್ಣ (ಚಿತ್ರ ೧ ಅನು್ನ ನೇ��ಡಿ). ಈಗ ಪ್ರಮೇ�ರ್ಯವು ಹೀ�ಗೆ ಹೊ�ಳುತ,ದೇ :
AC  BD⊥ BD  ಆದರೆ, AB2+CD2 = AD2 + BC2.   ಇದಕ್ಕೆ ಸಾಧನೆ ಹೀಗಿದೆ� ಸಾಧನೆ ಹೀಗಿದೆ ಹೀ�ಗಿದೆ. AC   ಯು  � BD   ಅನ್ನು ಮುಟ್ಟುವ ಜಾಗವನ್ನು�� ಮು�ಟ್ಟು�� ವ ಜಾಗವನ್ನು ಜಾಗವ ಜಾಗವನ್ನುನ್ನು ಮುಟ್ಟುವ ಜಾಗವನ್ನು��
O  ಬಿಂ�ದ� ತೋ��ರಿಸು�ವ ಜಾಗವನ್ನು�ತೋ,    ಪೈ ಥಾಗೋ��ರಸ್ ಪ್ರಮೇಯದಿಂದ ಹೀಗಿವೆ %ಪ್ರ'ಮೇ�ಯು  ದಿಂ�ದ ಹೀ�ಗಿವೆ :
AB2 = AO2 + BO2 , CD2 = CO2 + DO2 ,
AD2 = AO2 + DO2 , BC2 = BO2 + CO2

 ಹಾಗು ನಾವು ನೇ��ಡುವಂತ್ತ
AB2 + CD2 = AO2 + BO2 + CO2 + DO2 = AD2 + BC2 .

ಮುಖ್ಯಪದಗಳು:  ಚತುರ್ಭುು�ಜ,  ಲಂಬ,  ವಿಕರ್ಣ�,  ನೇ�ರ-ವಿಕರ್ಣ�,  ಚಕ್ರ್ರ�ರ್ಯ  ಚತುರ್ಭುು�ಜ,  ಮಧ್ಯಬಿಂದು
ಸಮಾಂತರ ಚತುರ್ಭುು�ಜ, ಮಧ್ಯಬಿಂದು ಆರ್ಯತ, ಮಧ್ಯಬಿಂದು ವೃತ,, ೮-ಬಿಂದು ವೃತ,,

ಚತುರ್ಭುು�ಜ ಪೀ�ನವಲ	ದಿದ್ದರ� ಇದೇ� ನಿರ್ಣ�ರ್ಯ ಸರಿಯಾಗುತ,ದೇ ಎಂಬುದನು್ನ ನಾವು ಗಮನಿಸಬೇ�ಕು ಹಾಗು
ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು ಚಿತ್ರ ೧ (b) ) ನಲ್ಲಿ	ರುವಂತ್ತ ಕ�ಡುತ,ವೆ. ಅದೇ� ಸಾಧನೇ ಎರೆಡು ಚಿತ್ರಗಳಿಗೆ ಅನ್ವಯಿಸುತ,ದೇ. 

ಇನೇ�್ನಂದು ವಿಶೇ�ಷವೆಂದರೆ, ಈ ಪ್ರತಿಪಾದನೇಗೆ ವಿಲೇ��ಮವೆ3ಂದಿದೇ. 

ಪ್ರಮೇ�ಯ ೨. ವಿರುದ್ಧ ಬಾಹುಗಳ ಎರೆಡು  ಜೋ��ಡಿಗಳು  ಸಮನಾದ ವಗ�ಗಳ ಮೊತ,ಗಳನು್ನ ಹೊ�ಂದಿದ್ದರೆ ,

ಚತುರ್ಭುು�ಜದ ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು ಒಂದಕೆ�.ಂದು ಲಂಬಗಳಾಗಿತ,ವೆ.

ಅಂದರೆ, AB2 + CD2 = AD2 + BC2 ಆಗಿದ್ದಲ್ಲಿ	, AC  BD ⊥ BD ಆಗಿರುತ,ದೇ. ನಾವು ಓದುಗರಿಗೆ ಇದನು್ನ ಮೊದಲು
ಸಾಧಿಸಿ ನಂತರ ಮುಂದುವರೆರ್ಯಬೇ�ಕೆಂದು ಆಶಿಸುತ್ತ,�ವೆ. 

ಚಿತ್ರ ೧



ನಮ್ಮ ಸಾಧನೇರ್ಯು ಪೈoಥಾಗೆ��ರಸ್  ಪ್ರಮೇ�ರ್ಯದ ಸಾಮಾನ್ಯ ರ�ಪವನು್ನ ಬಳಸುತ,ದೇ .   ABC  △ ABC ಅಲ್ಲಿ	,  a2 ನ
ಪರಿಮಾರ್ಣವು  b) 2 + c2 ಗಿಂತ ಹೊಚು್ಚ,  ಕಡಿಮೇ ಅಥವಾ ಸಮನಾಗಿರುತ,ದೇ,  ∡A ಕೆ��ನವು  90 ◦ಗಿಂತ ಕಡಿಮೇ,

ಹೊಚು್ಚ ಅಥವಾ ಸಮನಾಗಿದೇಯೆ ಎಂಬುದರ ಮೇ�ಲೇ ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿರುತ,ದೇ. 

ನಮ್ಮ ಗುರಿರ್ಯು  AB2 +  CD2 =  AD2 +  BC2 ಆಗಿದ್ದರೆ,  ∡AOB=90 ಆಗಿರುತ,ದೇ ಎಂಬುದನು್ನ
ತ್ತ��ರಿಸುವುದೇ� ಆಗಿದೇ .   ನಮ್ಮ ಪ್ರಸಾ,ವವು ∡AOB ಲಘು  ಅಥವಾ  ವಿಶಾಲಕೆ��ನವಾಗಲು  ಸಾಧ್ಯವಿಲ	
ಎಂಬುದನು್ನ ತ್ತ��ರಿಸುವುದು .  ಹೀ�ಗೆ ಮಾಡಿದಾಗ ನಮಗೆ ಬೇ�ಕ್ರರುವ ಆ ಒಂದೇ� ಒಂದು ಸಾಧ್ಯತ್ತರ್ಯು ನಮಗೆ
ದೇ�ರಕುತ,ದೇ.(ರ್ಯ�ಕ್ರ	ಡನಿಗೆ ಈ ಪ್ರಸಾ,ವವು ಅತಿ ಪೀ್ರರ್ಯವಾದುದು .  ಆತನ ‘ದಿ ಎಲ್ಲಿಮೇಂಟ್ಸ್x’ ಪುಸ,ಕದ ಹಲವು
ಸಾಧನೇಗಳು  ಈ  ಪ್ರಸಾ,ವದ  ರಿ�ತಿರ್ಯಲೇ	�  ಪ್ರಸು,ತಪಡಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿ|ವೆ.  ಶೇರ್ಲಾಾ�ಕ್  ಹೊ��ಮ್ಸ್x ನಿಗ�  ಇದೇ� ಪ್ರಸಾ,ವ
ಇಷ|ವಾಗಿತು,!  ಆತನ ಆಭಿಮಾನಿಗಳು  ಅವನ  ಮರೆರ್ಯರ್ಲಾಾಗದ ವಾಕ್ಯವನು್ನ ನೇನಪೀಸಿಕೆ�ಳ್ಳಬಹುದು ,  “ನಾನು
ನಿನಗೆ ಎಷು| ಬಾರಿ ಹೊ�ಳಿದೇ್ದ�ನೇ ,  ಯಾವುದು  ಅಸಾಧ್ಯವೆ3 ಅದನು್ನ ನಿ�ನು  ತ್ತಗೆದುಹಾಕ್ರದಾಗ ,  ಯಾವುದು
ಉಳಿರ್ಯುತ,ದೇಯೊ ಅದು ಎಷ್ಟ|� ಅಸಂರ್ಭುವನಿ�ರ್ಯವಾಗಿದ್ದರ�, ಅದೇ� ಸತ್ಯ!) 
 ∡AOB ಲಘುಕೆ��ನವೆಂದು  ಪಾ್ರರಂಭಿಸೋ��ರ್ಣ.  ಆಗ  ∡COD ಕ�ಡ ಲಘುಕೆ��ನವಾಗಿರುತ,ದೇ ಹಾಗು
∡BOC ಹಾಗು ∡DOA ವಿಶಾಲಕೆ��ನಗಳಾಗಿರುತ,ವೆ.  ಪೈoಥಾಗೆ��ರಸ್  ಪ್ರಮೇ�ರ್ಯದ  ರ�ಪವನು್ನ

ಸಾಮಾನ್ಯಗೆ�ಳಿಸುವುದರಿಂದ, ನಮಗೆ ಇದು ದೇ�ರೆರ್ಯುತ,ದೇ :
AB2 < AO2 + BO2 , CD2 < CO2 + DO2 ,
AD2 > AO2 + DO2 , BC2 > BO2 + CO2 .
ಇದರ ಜೋ�ತ್ತಗೆ ನಮಗೆ ದಿ್ವ-ಅಸಮತ್ತರ್ಯ� ದೇ�ರಕುತ,ದೇ :
AB2 +  CD2 <  AO2 +  BO ಈ  ಲೇ�ಖನದಲ್ಲಿ	,  ತನ್ನ ಎರೆಡು  ವಿಕರ್ಣ�ಗಳನು್ನ ಲಂಬವಾಗಿ ಹೊ�ಂದಿರುವ
ಚತುರ್ಭುು�ಜದ ಕೆಲವು ಗುರ್ಣಗಳನು್ನ ನಾವು  ಅರ್ಭು್ಯಸಿಸುತ್ತ,�ವೆ .  ನಾಲು. ಬಾಹುಗಳ ಚಿತ್ರವೆ3ಂದು ಈ ಗುರ್ಣವನು್ನ
ಹೊ�ಂದಿದ್ದಲ್ಲಿ	 ಅದನು್ನ ನೇ�ರ -ವಿಕರ್ಣ� ಚತುರ್ಭುು�ಜ ಎನು್ನತಾ,ರೆ .  ನಮಗೆ ತಿಳಿದಿರುವ ಹಲವು ನಾಲು. ಬಾಹುಗಳ
ಆಕಾರಗಳೂ  ಕ�ಡ  ಇದೇ� ಗುರ್ಣವನು್ನ ಹೊ�ಂದಿವೆ :  ಚೌಕಗಳು,   ವಜಾ್ರಕೃತಿಗಳು  (ಇಲ್ಲಿ	 ನಾಲು. ಬಾಹುಗಳು
ಸಮನಾಗಿರುತ,ವೆ)  ಹಾಗು  ಗಾಳಿಪಟಗಳು  (ಇಲ್ಲಿ	 ಎರೆಡು  ಜೋ��ಡಿ ನಿಕಟಬಾಹುಗಳು  ಸಮನಾದ  ಉದ್ದವನು್ನ
ಹೊ�ಂದಿರುತ,ವೆ).  ಓದುಗರಿಗೆ ಆಶ್ಚರ್ಯ�ವಾಗಬಹುದು  ಆದರೆ ಇಂತಹ  ಸಾಮಾನ್ಯ ಬೇ�ಡಿಕೆಗಳೂ (ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು
ಒಂದಕೆ�.ಂದು  ಲಂಬವಾಗಿರುವುದು)  ಸಹ  ಹಲವಾರು  ಪಾ್ರಥಮಿಕ  ಹಾಗು  ಆಹಾ	ದಕರ  ಗುರ್ಣಗಳಿಗೆ
ಎಡೆಮಾಡಿಕೆ�ಡುತ,ದೇ. 

ಗುರ್ಣ ೧ : ವಿರುದ್ಧ ಬಾಹುಗಳ ವಗ�ಗಳ ಮೊತ,ಗಳು
ಪ್ರಮೇ�ಯ  ೧. ಚತುರ್ಭುು�ಜದ  ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು  ಒಂದಕೆ�.ಂದು  ಲಂಬಗಳಾಗಿದ್ದರೆ,  ವಿರುದ್ಧ ಬಾಹುಗಳ  ಎರೆಡು
ಜೋ��ಡಿಗಳು ಸಮನಾದ ವಗ�ಗಳ ಮೊತ,ಗಳನು್ನ ಹೊ�ಂದಿರುತ,ವೆ. 

ಚತುರ್ಭುು�ಜವನು್ನ ABCD ಎಂದು ಹೊಸರಿಸೋ��ರ್ಣ (ಚಿತ್ರ ೧ ಅನು್ನ ನೇ��ಡಿ). ಈಗ ಪ್ರಮೇ�ರ್ಯವು ಹೀ�ಗೆ ಹೊ�ಳುತ,ದೇ :
AC  BD⊥ BD  ಆದರೆ, AB2+CD2 = AD2 + BC2.   ಇದಕ್ಕೆ ಸಾಧನೆ ಹೀಗಿದೆ� ಸಾಧನೆ ಹೀಗಿದೆ ಹೀ�ಗಿದೆ. AC   ಯು  � BD   ಅನ್ನು ಮುಟ್ಟುವ ಜಾಗವನ್ನು�� ಮು�ಟ್ಟು�� ವ ಜಾಗವನ್ನು ಜಾಗವ ಜಾಗವನ್ನುನ್ನು ಮುಟ್ಟುವ ಜಾಗವನ್ನು��
O  ಬಿಂ�ದ� ತೋ��ರಿಸು�ವ ಜಾಗವನ್ನು�ತೋ,    ಪೈ ಥಾಗೋ��ರಸ್ ಪ್ರಮೇಯದಿಂದ ಹೀಗಿವೆ %ಪ್ರ'ಮೇ�ಯು  ದಿಂ�ದ ಹೀ�ಗಿವೆ :
AB2 = AO2 + BO2 , CD2 = CO2 + DO2 ,
AD2 = AO2 + DO2 , BC2 = BO2 + CO2

 ಹಾಗು ನಾವು ನೇ��ಡುವಂತ್ತ
AB2 + CD2 = AO2 + BO2 + CO2 + DO2 = AD2 + BC2 .

ಮುಖ್ಯಪದಗಳು:  ಚತುರ್ಭುು�ಜ,  ಲಂಬ,  ವಿಕರ್ಣ�,  ನೇ�ರ-ವಿಕರ್ಣ�,  ಚಕ್ರ್ರ�ರ್ಯ  ಚತುರ್ಭುು�ಜ,  ಮಧ್ಯಬಿಂದು
ಸಮಾಂತರ ಚತುರ್ಭುು�ಜ, ಮಧ್ಯಬಿಂದು ಆರ್ಯತ, ಮಧ್ಯಬಿಂದು ವೃತ,, ೮-ಬಿಂದು ವೃತ,,



ಚತುರ್ಭುು�ಜ ಪೀ�ನವಲ	ದಿದ್ದರ� ಇದೇ� ನಿರ್ಣ�ರ್ಯ ಸರಿಯಾಗುತ,ದೇ ಎಂಬುದನು್ನ ನಾವು ಗಮನಿಸಬೇ�ಕು ಹಾಗು
ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು ಚಿತ್ರ ೧ (b) ) ನಲ್ಲಿ	ರುವಂತ್ತ ಕ�ಡುತ,ವೆ. ಅದೇ� ಸಾಧನೇ ಎರೆಡು ಚಿತ್ರಗಳಿಗೆ ಅನ್ವಯಿಸುತ,ದೇ. 

ಇನೇ�್ನಂದು ವಿಶೇ�ಷವೆಂದರೆ, ಈ ಪ್ರತಿಪಾದನೇಗೆ ವಿಲೇ��ಮವೆ3ಂದಿದೇ. 

ಪ್ರಮೇ�ಯ ೨. ವಿರುದ್ಧ ಬಾಹುಗಳ ಎರೆಡು  ಜೋ��ಡಿಗಳು  ಸಮನಾದ ವಗ�ಗಳ ಮೊತ,ಗಳನು್ನ ಹೊ�ಂದಿದ್ದರೆ ,

ಚತುರ್ಭುು�ಜದ ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು ಒಂದಕೆ�.ಂದು ಲಂಬಗಳಾಗಿತ,ವೆ.

ಅಂದರೆ, AB2 + CD2 = AD2 + BC2 ಆಗಿದ್ದಲ್ಲಿ	, AC  BD ⊥ BD ಆಗಿರುತ,ದೇ. ನಾವು ಓದುಗರಿಗೆ ಇದನು್ನ ಮೊದಲು
ಸಾಧಿಸಿ ನಂತರ ಮುಂದುವರೆರ್ಯಬೇ�ಕೆಂದು ಆಶಿಸುತ್ತ,�ವೆ. 

ನಮ್ಮ ಸಾಧನೇರ್ಯು ಪೈoಥಾಗೆ��ರಸ್  ಪ್ರಮೇ�ರ್ಯದ ಸಾಮಾನ್ಯ ರ�ಪವನು್ನ ಬಳಸುತ,ದೇ .   ABC  △ ABC ಅಲ್ಲಿ	,  a2 ನ
ಪರಿಮಾರ್ಣವು  b) 2 + c2 ಗಿಂತ ಹೊಚು್ಚ,  ಕಡಿಮೇ ಅಥವಾ ಸಮನಾಗಿರುತ,ದೇ,  ∡A ಕೆ��ನವು  90 ◦ಗಿಂತ ಕಡಿಮೇ,

ಹೊಚು್ಚ ಅಥವಾ ಸಮನಾಗಿದೇಯೆ ಎಂಬುದರ ಮೇ�ಲೇ ಅವಲಂಬಿತವಾಗಿರುತ,ದೇ. 

ನಮ್ಮ ಗುರಿರ್ಯು  AB2 +  CD2 =  AD2 +  BC2 ಆಗಿದ್ದರೆ,  ∡AOB=90 ಆಗಿರುತ,ದೇ ಎಂಬುದನು್ನ
ತ್ತ��ರಿಸುವುದೇ� ಆಗಿದೇ .   ನಮ್ಮ ಪ್ರಸಾ,ವವು ∡AOB ಲಘು  ಅಥವಾ  ವಿಶಾಲಕೆ��ನವಾಗಲು  ಸಾಧ್ಯವಿಲ	
ಎಂಬುದನು್ನ ತ್ತ��ರಿಸುವುದು .  ಹೀ�ಗೆ ಮಾಡಿದಾಗ ನಮಗೆ ಬೇ�ಕ್ರರುವ ಆ ಒಂದೇ� ಒಂದು ಸಾಧ್ಯತ್ತರ್ಯು ನಮಗೆ
ದೇ�ರಕುತ,ದೇ.(ರ್ಯ�ಕ್ರ	ಡನಿಗೆ ಈ ಪ್ರಸಾ,ವವು ಅತಿ ಪೀ್ರರ್ಯವಾದುದು .  ಆತನ ‘ದಿ ಎಲ್ಲಿಮೇಂಟ್ಸ್x’ ಪುಸ,ಕದ ಹಲವು
ಸಾಧನೇಗಳು  ಈ  ಪ್ರಸಾ,ವದ  ರಿ�ತಿರ್ಯಲೇ	�  ಪ್ರಸು,ತಪಡಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿ|ವೆ.  ಶೇರ್ಲಾಾ�ಕ್  ಹೊ��ಮ್ಸ್x ನಿಗ�  ಇದೇ� ಪ್ರಸಾ,ವ
ಇಷ|ವಾಗಿತು,!  ಆತನ ಆಭಿಮಾನಿಗಳು  ಅವನ  ಮರೆರ್ಯರ್ಲಾಾಗದ ವಾಕ್ಯವನು್ನ ನೇನಪೀಸಿಕೆ�ಳ್ಳಬಹುದು ,  “ನಾನು
ನಿನಗೆ ಎಷು| ಬಾರಿ ಹೊ�ಳಿದೇ್ದ�ನೇ ,  ಯಾವುದು  ಅಸಾಧ್ಯವೆ3 ಅದನು್ನ ನಿ�ನು  ತ್ತಗೆದುಹಾಕ್ರದಾಗ ,  ಯಾವುದು
ಉಳಿರ್ಯುತ,ದೇಯೊ ಅದು ಎಷ್ಟ|� ಅಸಂರ್ಭುವನಿ�ರ್ಯವಾಗಿದ್ದರ�, ಅದೇ� ಸತ್ಯ!) 
 ∡AOB ಲಘುಕೆ��ನವೆಂದು  ಪಾ್ರರಂಭಿಸೋ��ರ್ಣ.  ಆಗ  ∡COD ಕ�ಡ ಲಘುಕೆ��ನವಾಗಿರುತ,ದೇ ಹಾಗು
∡BOC ಹಾಗು ∡DOA ವಿಶಾಲಕೆ��ನಗಳಾಗಿರುತ,ವೆ.  ಪೈoಥಾಗೆ��ರಸ್  ಪ್ರಮೇ�ರ್ಯದ  ರ�ಪವನು್ನ

ಸಾಮಾನ್ಯಗೆ�ಳಿಸುವುದರಿಂದ, ನಮಗೆ ಇದು ದೇ�ರೆರ್ಯುತ,ದೇ :
AB2 < AO2 + BO2 , CD2 < CO2 + DO2 ,
AD2 > AO2 + DO2 , BC2 > BO2 + CO2 .
ಇದರ ಜೋ�ತ್ತಗೆ ನಮಗೆ ದಿ್ವ-ಅಸಮತ್ತರ್ಯ� ದೇ�ರಕುತ,ದೇ :
AB2 + CD2 < AO2 + BO2 + CO2 + DO2 < AD2 + BC2,
ಇದರಿಂದ ನಮಗೆ AB2 + CD2 < AD2 + BC2 ಎಂದು ದೇ�ರಕುತ,ದೇ.  ಇದು ನಾವು ಪಾ್ರರಂರ್ಭುದಲ್ಲಿ	 ನೇ��ಡಿದಕೆ.
ವಿರುದ್ಧವಾಗಿದೇ : AB2 + CD2 = AD2 + BC2 .

ಆದ್ದರಿಂದ ∡AOB ಲಘುಕೆ��ನವೆಂಬ ನಮ್ಮ ಊಹೊ ತಪು�. ∡AOB ಲಘುಕೆ��ನವಾಗರ್ಲಾಾರದು.

ಚಿತ್ರ ೧



ಈಗ ∡AOB ವಿಶಾಲಕೆ��ನವೆಂದು  ಪಾ್ರರಂಭಿಸಿದರೆ,  ನಮಗೆ AB2 +  CD2 >  AD2 +  BC2 ಎಂದು
ದೇ�ರಕುತ,ದೇ.  ಇದ�  ಸಹ  ನಾವು  ಪಾ್ರರಂರ್ಭುದಲ್ಲಿ	 ನೇ��ಡಿದ್ದಕೆ. ವಿರುದ್ಧವಾಗುತ,ದೇ ಆದ್ದರಿಂದ  ಇದನು್ನ
ಬಿಡಬೇ�ಕಾಗುತ,ದೇ. ∡AOB ವಿಶಾಲಕೆ��ನವಾಗರ್ಲಾಾರದು. 
ಇವೆರಡರಿಂದ ಉಳಿರ್ಯುವುದು ∡AOB ಲಂಬಕೆ��ನವೆಂದು;  i.e.,  AC  ಹಾಗು  BD  ಎರೆಡು ಒಂದಕೆ�.ಂದು
ಲಂಬವಾಗಿರುತ,ವೆ. ಈ ತಿ�ಮಾ�ನಕಾ.ಗೆ ನಾವು ಕಾರ್ಯುತಿ,ದು್ದದು.

 ಸದಿಶಗಳನು  ಬಳಸಿ ಸಾಧಿಸಿ. 11 ಹಾಗು 12 ತರಗತಿಗಳ ವಿದಾ್ಯರ್ಥಿ�ಗಳು ಮೇ�ಲ್ಲಿನ 1 ಹಾಗು 2 ಪ್ರಮೇ�ರ್ಯಗಳಿಗೆ
ಸದಿಶಗಳ  ಸಾಧನೇಯಿದೇ ಎಂದು  ತಿಳಿರ್ಯಲು  ಆಸಕ,ರಾಗಬಹುದು  ;  ಎರೆಡ�  ಪ್ರಮೇ�ರ್ಯಗಳೂ  ಒಂದೇ�
ಸಮರ್ಯದಲ್ಲಿ	 ಸಾಧಿಸಲ್ಪಡುತ,ವೆ. 

ನಿ�ಡಿರುವ ಚತುರ್ಭುು�ಜ ABCD ದಲ್ಲಿ	, ಸದಿಶ AB, BC, CD ಗಳನು್ನ a , b)  , c ಎಂದು ಕ್ರಮವಾಗಿ ಗುರುತಿಸೋ��ರ್ಣ
; ಆಗ AD = a + b)  + c. ಎಂದಾಗುತ,ದೇ. ಈಗ ನಮಗೆ : 
AB2 = a · a , BC2 = b)  · b)  , CD2 = c · c ,
AD2 = ( a + b)  + c ) · ( a + b)  + c )

= a · a + b)  · b)  + c · c + 2 ( a · b)  + a · c + b)  · c ). ಎಂದು ದೇ�ರೆರ್ಯುತ,ದೇ. 

ಆದ್ದರಿಂದ AD2 + BC2 − AB2 − CD2 = 2 ( b)  · b)  + a · b)  + a · c + b)  · c )

= 2 ( a + b)  ) · ( b)  + c ) = 2AC · BD .
ಆದ್ದರಿಂದ AD2 + BC2 − AB2 − CD2 = 0, AC  BD ⊥ BD ಇದ್ದರೆ ಮಾತ್ರ.

ಎರಡನೇ� ಗುರ್ಣ : ದೃಢತೆ
ಪ್ರಮೇ�ರ್ಯ ೨ ಬಹುರ್ಭುುಜಗಳ ದೃಢತ್ತರ್ಯ ಸಂಬಂಧಕೆ. ಪರಿಣಾಮ ಬಿ�ರುತ,ದೇ.

ತಿ್ರರ್ಭುುಜ ದೃಢವಾದುದೇಂದು ನಮಗೆ ತಿಳಿದಿದೇ :  ತಿ್ರರ್ಭುುಜದ ಅಸಮತ್ತರ್ಯನು್ನ ಸಾಧಿಸುವ ೩ ಬಾಹುಗಳ ಉದ್ದವನು್ನ
ನಿ�ಡಿದೇ (i.e.,  ಅತಿ ಉದ್ದದ  ಬಾಹುವು  ಇನು್ನಳಿದ  ಎರೆಡರ  ಮೊತ,ಕ್ರ.ಂತ  ಕಡಿಮೇ ಇರುತ,ದೇ )  ಇವುಗಳನು್ನ
ಸರಿದ�ಗಿಸುವ  ಒಂದೇ� ಒಂದು  ತಿ್ರರ್ಭುುಜ  ಇದೇ .  ಆದ್ದರಿಂದ  ಇದರ  ರ�ಪವು  ಬದರ್ಲಾಾಗುವುದಿಲ	.  ತಿ್ರಭಿಜದ
ಬಾಹುಗಳಿಗೆ ಸರ್ಲಾಾಕೆಗಳನು್ನ ಬಳಸಿದರೆ ,  ಅವುಗಳನು್ನ ನಟ್ಸ್  ಹಾಗು ಬೇ��ಲ್ಟ್| ಗಳಿಂದ ಕೆ�ನೇರ್ಯಲ್ಲಿ	 ಜೋ��ಡಿಸಿದರೆ ,

ರಚನೇರ್ಯು ದೃಢವಾಗಿ ಹಾಗು ಸಿ�ರವಾಗಿರುತ,ದೇ; ಒತ,ಡಕೆ�.ಳಗಾದಾಗ ಅದು ಆಕಾರವನು್ನ ಕಳೆದುಕೆ�ಳು್ಳವುದಿಲ	.
ಈ ರಿ�ತಿಯಾಗಿ ಸೃಷ್ಟಿ|ಸಿದ ಚತುರ್ಭುು�ಜ ದೃಢವಾಗಿಲ	 ;  4  ನಿ�ಡಿರುವ ಉದ್ದದ ಬಾಹುಗಳಿಂದ ಚತುರ್ಭುು�ಜವನು್ನ
ಬಿಡಿಸಿದರೆ (ಅತಿ� ಉದ್ದದ  ಬಾಹುವು  ಇನು್ನಳಿದ  ೩  ಬಾಹುಗಳಿಗಿಂತ  ಹೊಚಿ್ಚರುತ,ದೇ ),  ಬಾಹುಗಳನು್ನ ಒಳಕೆ.
ತಳ್ಳಬಹುದು ಅಥವಾ ಹೊ�ರಕೆ. ಎಳೆರ್ಯಬಹುದು ಹಾಗು ಇದರ ಆಕಾರ ವಿರ�ಪಗೆ�ಳಿಸಬಹುದು. ಈ ರಿ�ತಿಯಾಗಿ
ಅಸಂಖಾ್ಯತ ವಿಭಿನ್ನ ಚತುರ್ಭುು�ಜಗಳು ಒಂದೇ� ಬಾಹುವಿನ ಉದ್ದವನು್ನ ಹಂಚಿಕೆ�ಳು್ಳತ,ವೆ .  ಚಿತ್ರ ೨ರಲ್ಲಿ	 ಇದನು್ನ
ತ್ತ��ರಿಸರ್ಲಾಾಗಿದೇ. 

ಚಿತ್ರ ೨. ಒಂದೇ� ಉದ್ದದ ಬಾಹುಗಳುಳ್ಳ ಬೇಸೋದ ಚತುರ್ಭುು�ಜಗಳ ಜೋ��ಡಿ 



ಈಗ ಇರುವ ನಾಲು. ಸರ್ಲಾಾಕೆಗಳನು್ನ ಬಳಸಿ "ಕ�ಡಿದ ಚತುರ್ಭುು�ಜ"ದ ನಿಮಾ�ರ್ಣವಾಗಲ್ಲಿ.  ಮೇ�ಲೇ ಹೊ�ಳಿದಂತ್ತ
ವಿಕರ್ಣ�ಗಳಲ್ಲಿ	 ಒಳಗೆ ಅಥವಾ ಹೊ�ರಗೆ ಒತ,ಡಕೆ�.ಳಪಡಿಸಿದಾಗ ಇದರ ಆಕಾರ ವಿರ�ಪಗೆ�ಳು್ಳತ,ದೇ . ಯಾವುದೇ�
ಸಾ�ನದಲ್ಲಿ	 ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು  ಒಂದಕೆ�.ಂದು  ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ ಈ  ಗುರ್ಣ  ಎಂದಿಗ�  ಬದರ್ಲಾಾಗುವುದಿಲ	 ,  ಎಷ್ಟ|�
ಒತ,ಡಕೆ�.ಳಪಡಿಸಿದರ�  ಚತುರ್ಭುು�ಜದ  ಆಕಾರವನು್ನ ವಿರ�ಪಗೆ�ಳಿಸರ್ಲಾಾಗುವುದಿಲ	 .  ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು
ಯಾವಾಗಲ� ಒಂದಕೆ�.ಂದು ಲಂಬವಾಗಿರುತ,ವೆ. 

ಮೂರನೇ� ಗುರ್ಣ : ಮಧ್ಯಬಿಂದು ಆಯತ
ಈ  ಗುರ್ಣ  9  ಮತು, 10  ನೇ� ತರಗತಿಗಳಲ್ಲಿ	 ವಿದಾ್ಯರ್ಥಿ�ಗಳಿಗೆ ಅಚ್ಚರಿಯೆನಿಸುವುದಿಲ	 ,  ಅವರು  ತಿ್ರರ್ಭುುಜಗಳ
ಮಧ್ಯಬಿಂದು ಪ್ರಮೇ�ರ್ಯದೇ�ಂದಿಗೆ ಪರಿಚಿತರಾಗಿದಾ್ದರೆ. ಇದನು್ನ ಚಿತ್ರ 3 ರಲ್ಲಿ	 ವಿವರಿಸರ್ಲಾಾಗಿದೇ.

ಚತುರ್ಭುು�ಜ  ABCD  ಅಲ್ಲಿ	, AB , BC , CD , DA ಬಾಹುಗಳ ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ E , F , G , H

ಎಂದಿರಲ್ಲಿ.  ಮಧ್ಯಬಿಂದು  ಪ್ರಮೇ�ರ್ಯದ  ಮ�ಲಕ,  EF  ಹಾಗು  HG  ರೆ�ಖಾಖಂಡಗಳು  AC  ವಿಕರ್ಣ�ಕೆ.
ಸಮಾಂತರವಾಗಿವೆ ,  FG  ಹಾಗು  EH  ರೆ�ಖಾಖಂಡಗಳು  BD  ವಿಕರ್ಣ�ಕೆ. ಸಮಾಂತರವಾಗಿವೆ .  ಆದ್ದರಿಂದ
ಚತುರ್ಭುು�ಜ EFGH ಸಮಾಂತರ ಚತುರ್ಭುು�ಜ;  ಇದನು್ನ ABCD ಮಧ್ಯಬಿಂದು ಸಮಾಂತರ ಚತುರ್ಭುು�ಜ ಎಂದು
ಕರೆರ್ಯುತಾ,ರೆ. (ಈ ಫಲ್ಲಿತಾಂಶವನು್ನ ವಾರಿಗಾ್ನನ್  ಪ್ರಮೇ�ರ್ಯ (Varignon’s Theorem)  ಎನು್ನತಾ,ರೆ.  ಇದು ಎರ್ಲಾಾ	
ಚತುರ್ಭುು�ಜಗಳಿಗ�  ಸರಿಯಾಗುತ,ದೇ).  ಆದ್ದರಿಂದ  ABCD ರ್ಯ  ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು  ಒಂದಕೆ�.ಂದು  ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ
EFGH ನ ಎರ್ಲಾಾ	 ಕೆ��ನಗಳು ಲಂಬಕೆ��ನಗಳಾಗುತ,ವೆ. ಇದು ಪ್ರಮೇ�ರ್ಯ 3 ಅನು್ನ ನಿ�ಡುತ,ದೇ.

ಪ್ರಮೇ�ಯ  3. ಚತುರ್ಭುು�ಜದ ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು ಒಂದಕೆ�.ಂದು ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ,  ಅದರ ಮಧ್ಯಬಿಂದು ಸಮಾಂತರ
ಚತುರ್ಭುು�ಜ ಯಾವಾಗಲ� ಆರ್ಯತವಾಗಿರುತ,ದೇ.

ಮುಂಚಿನಂತ್ತಯೆ�,  ಚತುರ್ಭುು�ಜವು  ಪೀ�ನವಲ	ದಿದ್ದರ�  ಚಿತ್ರ 3  (b) )ನಂತ್ತ ಈ  ಫಲ್ಲಿತಾಂಶ  ಸರಿಯಾಗುತ,ದೇ .

ಮಧ್ಯಬಿಂದು ಸಮಾಂತರ ಚತುರ್ಭುು�ಜವನು್ನ ಈಗ ಮಧ್ಯಬಿಂದು ಆರ್ಯತ ಎಂದು ಕರೆರ್ಯಬಹುದು. 

ಮುಂದಿನಂತ್ತ ಪ್ರಮೇ�ರ್ಯ 3 ರ ವಿಲೇ��ಮವ3 ಸರಿಯಿದೇ :
ಪ್ರಮೇ�ಯ  4.  ಚತುರ್ಭುು�ಜದ  ಮಧ್ಯಬಿಂದು  ಸಮಾಂತರ  ಚತುರ್ಭುು�ಜವು  ಆರ್ಯತವಾಗಿದ್ದರೆ,  ಚತುರ್ಭುು�ಜದ
ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು ಒಂದಕೆ�.ಂದು ಲಂಬವಾಗಿರುತ,ವೆ.

ಇದರ ಪುರಾವೆ ಬಹಳ ಸುಲರ್ಭುವಾಗಿರುವುದರಿಂದ, ನಾವು ಅದನು್ನ ಬಿಟ್ಟಿ|ದೇ್ದ�ವೆ. 

ನಾಲ್ಕನೇ� ಗುರ್ಣ : ಮಧ್ಯಬಿಂದು ವೃತ್ತ 
ಆರ್ಯತವು ಚಕ್ರ್ರ�ರ್ಯ ಚತುರ್ಭುು�ಜದ ವಿಶೇ�ಷ ಪ್ರಕರರ್ಣವಾಗಿದೇ.  ಆದ್ದರಿಂದ ಯಾವುದೇ� ಚತುರ್ಭುು�ಜದಲ್ಲಿ	 ಅದರ
ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು  ಒಂದಕೆ�.ಂದು  ಲಂಬವಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ	,  ಅದರ  ೪  ಬಾಹುಗಳ  ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳ  ಮ�ಲಕ  ಹಾದು
ಹೊ��ಗುವಂತ್ತ ವೃತ,ವೆ3ಂದು ಇರುತ,ದೇ. ವೃತ,ವನು್ನ ಛೇ�ದಿಸುವ ರೆ�ಖೆರ್ಯು ಎರಡನೇ� ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ	ರ್ಯ� ಅದನೇ್ನ�
ಮಾಡಬೇ�ಕು (ಮೊದಲು ಛೇ�ದಸಿದ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಸಾಧ್ಯವಾದರೆ, ಈಗಾದರೆ ಅದು ಸ್ಪಶ�ರೆ�ಖೆಯಾಗುತ,ದೇ )

ಚಿತ್ರ ೩



ಈಗ  ಮಧ್ಯಬಿಂದು  ವೃತ,ವು  ಎರ್ಲಾಾ	 ನಾಲು. ಬಾಹುರೆ�ಖೆಗಳನು್ನ ಛೇ�ಧಿಸಬೇ�ಕು ,  ಇದರಿಂದ  ನಾಲು. ವಿಶೇ�ಷ
ಬಿಂದುಗಳು ದೇ�ರೆರ್ಯುತ,ವೆ ; ಚಿತ್ರ ೪ ಅನು್ನ ನೇ��ಡಿ. ಬಿಂದುಗಳು ಯಾವುವು?
ಚಿತ್ರ ೪ ಪರಿಸಿ�ತಿರ್ಯನು್ನ ತ್ತ��ರಿಸುತ,ದೇ .  ಬಾಹುಗಳ ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳು ಕ್ರಮವಾಗಿ E , F , G , H  ಹಾಗು ವೃತ,
(EFGH) ನಾಲು. ಬಾಹುಗಳನು್ನ I , J , K , L ಎಂಬ ನಾಲು. ಬಿಂದುಗಳಲ್ಲಿ	 ಛೇ�ಧಿಸುತ,ದೇ . (ಕೆಳಗಿನ ಚಿತ,ದಲ್ಲಿ	 L

ಹಾಗು H ಎರೆಡ� ಒಂದೇ� ಬಿಂದುವಿನಲ್ಲಿ	ವೆ, ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಇದು ಈಗಾಗುವುದಿಲ	.)  
EG  ಹಾಗು  FH  ರೆ�ಖಾಖಂಡಗಳು  (EFGH  ಆರ್ಯತದ  ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು)  ವೃತ,ದ  ವಾ್ಯಸಗಳಾಗಿರುವುದರಿಂದ  I
ಎಂಬುದು  G ನಿಂದ  AB  ರೆ�ಖೆಗೆ ಎಳೆದಿರುವ ಲಂಬವಾಗಿದೇ ;  J   ಎಂಬುದು  H ನಿಂದ  BC  ರೆ�ಖೆಗೆ ಎಳೆದಿರುವ
ಲಂಬವಾಗಿದೇ; K ಎಂಬುದು E ನಿಂದ CD ರೆ�ಖೆಗೆ ಎಳೆದಿರುವ ಲಂಬವಾಗಿದೇ; L ಎಂಬುದು F ನಿಂದ DA ರೆ�ಖೆಗೆ
ಎಳೆದಿರುವ ಲಂಬವಾಗಿದೇ (ಥೇ�ಲ್ಟ್x ನ ಪ್ರಮೇ�ರ್ಯದಿಂದ : "ಅರೆವೃತ,ಲ್ಲಿ	ರುವ ಕೆ��ನವು ಲಂಬಕೆ��ನವಾಗಿರುತ,ದೇ")

ನಾವು  ಈಗ  ನಾಲು. ಹೊ�ಸ  ಬಿಂದುಗಳು  ಯಾವುವೆಂದು  ಗುರುತಿಸಿದೇ್ದ�ವೆ :  ಅವು  ಒಂದು  ಬಾಹುವಿನ
ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಿನಿಂದ ವಿರುದ್ಧ ಬಾಹುಗಳಿಂದ ಎಳೆದ ಲಂಬಗಳ ಕಾಲುಗಳು. ಎಂಟು ಬಿಂದುಗಳ ಮ�ಲಕ ಹಾದು
ಹೊ��ಗುವ ವೃತ,ವನು್ನ ಚತುರ್ಭುು�ಜದ ಎಂಟು -ಬಿಂದುಗಳ ವೃತ,ವೆಂದು  ಕರೆರ್ಯುತಾ,ರೆ(ಹೊಚು್ಚ ಪ್ರಚಲ್ಲಿತದಲ್ಲಿ	ರುವ
ಒಂಬತು, ಬಿಂದು ವೃತ,ದಂತ್ತ).

ನಾವು ಬಿಡಿಸಿರುವ ನಾಲು. ಲಂಬಗಳನು್ನ
(ಒಂದು  ಬಾಹುವಿನ
ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಿನಿಂದ  ವಿರುದ್ಧ
ಬಾಹುಗಳಿಗೆ)  ಚತುರ್ಭುು�ಜದ
ಮಾಲ್ಲಿ|ಟ�್ಯಡ್  ಎಂದು  ಕರೆರ್ಯುತಾ,ರೆ.
ಇದೇ� ರಿ�ತಿರ್ಯ ರಚನೇರ್ಯನು್ನ ಯಾವುದೇ�
ಚತುರ್ಭುು�ಜಕೆ. ಮಾಡಬಹುದು .  ಮೇ�ಲೇ
ಹೊ�ಳಿದ  ಪ್ರಮೇ�ರ್ಯವನು್ನ ಇನ�್ನ
ಬಲವಾಗಿ ಹೀ�ಗೆ ಹೊ�ಳಬಹುದು:
ಪ್ರಮೇ�ಯ  5. ಚತುರ್ಭುು�ಜದ
ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು  ಒಂದಕೆ�.ಂದು
ಲಂಬವಾಗಿದ್ದಲ್ಲಿ	,  ನಾಲು. ಬಾಹುಗಳ
ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳು  ಹಾಗು  ನಾಲು.
ಮಾಲ್ಲಿ|ಟ�್ಯಡ್ ಗಳ  ಕಾಲುಗಳು  ಒಂದೇ�

ವೃತ,ದ ಮೇ�ಲೇ ಬಿ�ಳುತ,ವೆ.

ಈ ಹೊ�ಳಿಕೆರ್ಯ ವಿಲೇ��ಮವ3 ಸರಿಯಿದೇ:

ಪ್ರಮೇ�ಯ  6.  ನಾಲು. ಬಾಹುಗಳ ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳು ಹಾಗು ನಾಲು. ಮಾಲ್ಲಿ|ಟ�್ಯಡ್ ಗಳ ಕಾಲುಗಳು ಒಂದೇ�
ವೃತ,ದ ಮೇ�ಲೇ ಬಿದ್ದರೆ, ಆಗ ಚತುರ್ಭುು�ಜದ ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು ಒಂದಕೆ�.ಂದು ಲಂಬವಾಗಿರುತ,ವೆ.

ಐದನೇ� ಗುರ್ಣ : ಬ್ರಹ್ಮಗುಪ್ತನ ಪ್ರಮೇ�ಯ
ಈ ವಿಭಾಗದಲ್ಲಿ	, ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು ಒಂದಕೆ�.ಂದು ಲಂಬವಾಗಿರುವ ಚಕ್ರ್ರ�ರ್ಯ ಚತುರ್ಭುು�ಜಗಳ ಒಂದು ಆಸಕ್ರ,ದಾರ್ಯಕ
ಗುರ್ಣದ ಬಗೆ� ತಿಳಿರ್ಯುತ್ತ,�ವೆ ಆದ್ದರಿಂದ ಚತುರ್ಭುು�ಜಕೆ. ನಾವು  'ಚಕ್ರ್ರ�ರ್ಯ'  ಎಂಬ ಒಂದು ಹೊಚು್ಚವರಿ ಗುರ್ಣವನು್ನ
ನಿ�ಡಿದೇ್ದ�ವೆ. ಈ ಗುರ್ಣವನು್ನ ಮೊದಲು ತ್ತ��ರಿಸಿದವು ಭಾರತಿ�ರ್ಯ ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರಜ್ಞ ಬ್ರಹ್ಮಗುಪ, (೭ನೇ� AD). 

ಚಿತ್ರ ೫ ಈ ಗುರ್ಣವನು್ನ ಬಿತ,ರಿಸುತ,ದೇ .  ಇಲ್ಲಿ	 ಪ್ರಶೇ್ನರ್ಯಲ್ಲಿ	ರುವ ಚತರ್ಭುು�ಜವು  ABCD,  ಇದರ ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು  AC

ಹಾಗು  BD  ಒಂದಕೆ�.ಂದು ಲಂಬವಾಗಿವೆ.  ಇದರ ಮಧ್ಯಬಿಂದುಗಳು  E ,  F ,  G ,  H  ಹಾಗು  EFGH  ಒಂದು
ಆರ್ಯತ. E , F , G , H ಗಳ ಮ�ಲಕ ಹಾರ್ಯುವ ವೃತ,ವು ನಾಲು. ಬಾಹುಗಳಲ್ಲಿ	 ಛೇ�ಧಿಸುತ,ದೇ ಹಾಗು ಮತ್ತ�,ಮೇ್ಮ
I , J , K , L ಬಿಂದುಗಳ ಮ�ಲಕ ಛೇ�ಧಿಸುತ,ದೇ. 

ಚಿತ್ರ ೪



AC  ಹಾಗು  BD  ಬಾಹುಗಳ  ಛೇ�ಧಕ  ಬಿಂದುವಿನ  ಮ�ಲಕ  ಹಾದು  ಹೊ��ಗುವಂತ್ತ EK  ,  FL  ,  GI  ,  HJ

ರೆ�ಖಾಖಂಡಗಳನು್ನ ಬಿಡಿಸಿರಿ .  ಈಗ ನಮ್ಮ ಬಳಿ ೬ ವಿವಿಧ ರೆ�ಖಾಖಂಡಗಳು  ಒಂದೇ� ಬಿಂದುವಿನ ಮ�ಲಕ
ಹಾದು ಹೊ��ಗುತಿ,ವೆ. 

ಇದಲ	ದೇ, EK  CD, FL  DA, GI  AB ⊥ BD ⊥ BD ⊥ BD ಹಾಗು HJ  BC !⊥ BD

ಎಂಥಹ ಸುಂದರ ಫಲ್ಲಿತಾಂಶ.  ನಾವು ಇದನು್ನ ಪ್ರಮೇ�ರ್ಯವೆಂದು ಕರೆರ್ಯುತ್ತ,�ವೆ. 

ಪ್ರಮೇ�ಯ  7 (ಬ್ರಹ್ಮಗುಪ,).  ಚತುರ್ಭುು�ಜವು ಚಕ್ರ್ರ�ರ್ಯ ಹಾಗು ನೇ�ರ-ವಿಕರ್ಣ� ಎರೆಡ� ಆಗಿದ್ದಲ್ಲಿ	 ,  ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು
ಛೇ�ಧಿಸುವ ಬಿಂದುವಿನಿಂದ ಯಾವುದೇ� ಬಾಹುವಿಗೆ ಎಳೆದ ಲಂಬವು ವಿರುದ್ದ ಬಾಹುವನು್ನ ಎರೆಡು ಭಾಗವಾಗಿ
ವಿಂಗಡಿಸುತ,ದೇ.

ಆರನೇ� ಗುರ್ಣ : ಸಲೇ
ಈ ಲೇ�ಖನವನು್ನ ಚತುರ್ಭುು�ಜಗಳ ಸಲೇಗಳ ಬಗೆ� ಚರ್ಚೆ�ರ್ಯಲ್ಲಿ	 ಮುಕಾ,ರ್ಯಗೆ�ಳಿಸುತ್ತ,�ವೆ. 

ಚಿತ್ರ ೫

ಚಿತ್ರ ೬



ನಾವು ಈ ಪ್ರಶೇ್ನರ್ಯನು್ನ ಪರಿ�ಕ್ಷಿಸುತ್ತ,�ವೆ: ಚತುರ್ಭುು�ಜದ ನಾಲು. ಬಾಹುಗಳು ಹಾಗು ಎರೆಡು ವಿಕರ್ಣ�ಗಳ ನಡುವಿನ
ಕೆ��ನವನು್ನ ನಾವು ತಿಳಿದಿದ್ದರೆ, ಅದರ ಸಲೇರ್ಯನು್ನ ಕಂಡುಹೀಡಿರ್ಯಬಹುದೇ�? 

ಸಾಮಾನ್ಯವಾಗಿ ಉತ,ರ  "ಹೌದು"  ಎಂಬುದು  ಆದರೆ ಸುಮ್ಮನೇ ಅಲ	 -  ಈ  ಕಥೇಗೆ ನಿ�ವು  ನಿರಿ�ಕ್ಷಿಸದ
ತಿರುವೆ3ಂದಿದೇ.

ಚತುರ್ಭುು�ಜವನು್ನ ABCD ಎಂದು ಹೊಸರಿಸಿ, AB , BC , CD , DA ಬಾಹುಗಳ ಉದ್ದವು  ಕ್ರಮವಾಗಿ a , b)  , c , d ,

AC ಹಾಗು BD ವಿಕರ್ಣ�ಗಳ ಛೇ�ಧಕ ಬಿಂಉವು O ಆಗಿರಲ್ಲಿ, ಹಾಗು ವಿಕರ್ಣ�ಗಳ ನಡುವಿನ ಕೆ��ನವು θ ಆಗಿರಲ್ಲಿ.

ನಾವು ಸಲೇ k  ಅನು್ನ a ,  b)  ,  c  ,  d  ,  θ  ಗಳ ರ�ಪದಲ್ಲಿ	 ಕಂಡುಹೀಡಿರ್ಯಬೇ�ಕು .  ತಿ್ರರ್ಭುುಜದ ಸೋoನ್  ಸ�ತ್ರವನು್ನ
ಬಳಸಿದಾಗ, ಚತುರ್ಭುು�ದ ಸಲೇರ್ಯನು್ನ ಸುಲರ್ಭುವಾಗಿ ತ್ತ��ರಿಸಬಹುದು

k=
1
2

AC × BD× sin θ  .

ನಾವು ಮೊದಲನೇ� ವಿಭಾಗದಲ್ಲಿ	 ತ್ತ��ರಿಸಿದಂತ್ತ AD2 + BC2 − AB2 − CD2 = 2AC · BD

|AD2
+BC2

−AB2
−CD2

|=2 AC × BD×|cosθ|

(ಇಲ್ಲಿ	 ನಾವು ಶುದ್ದ ರ�ಪವನು್ನ ಬಳಸಿದೇ್ದ�ವೆ, ಇಲ್ಲಿ	 ಚಿಹೊ್ನಗಳು ನಗರ್ಣ್ಯ; ನಮಗೆ ಬೇ�ಕ್ರರುವುದು ಶುದ್ದ ರ�ಪ ಮಾತ್ರ)
ಆದ್ದರಿಂದ 

AC × BD = 
|AD2

+BC2
−AB2

−CD2
|

2|cosθ|
ಇದು ನಮಗೆ ಬೇ�ಕ್ರರುವ ಚತುರ್ಭುು�ದ ಸಲೇರ್ಯ ಸ�ತ್ರವನು್ನ ನಿ�ಡುತ,ದೇ

k = 
|AD2

+BC2
−AB2

−CD2
|×|tan θ|

4
ಈ ಹಂತದಲ್ಲಿ	 ನಮಗೆ ವಿಶೇ�ಷವಾದ ಫಲ್ಲಿತಾಂಶ ದೇ�ರಕುತ,ದೇ .  ಇಲ್ಲಿ	ರುವ ಚತುರ್ಭುು�ಜ ನಾವು ಪರಿ�ಕ್ಷಿಸುತಿ,ರುವ
ಚತುರ್ಭುು�ಜವಾಗಿದ್ದರೆ i.e.,  ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು  ಒಂದಕೆ�.ಂದು  ಲಂಬವಾಗಿದ್ದರೆ.  ಮೇ�ಲ್ಲಿನ  ಸ�ತ್ರದಲ್ಲಿ	 ನಮಗೆ
ಮಧ್ಯಂತರ  ರ�ಪವೆ3ಂದು  ದೇ�ರಕುತ,ದೇ !  ಇಲ್ಲಿ	 ಅಂಶದಲ್ಲಿ	 θ  =  90 ೦ ಇದ್ದರೆ 0  ×  ∞  ಎಂಬ  ಗುರ್ಣಲಬ್ಧ
ದೇ�ರೆರ್ಯುತ,ದೇ.  ಇದನು್ನ ಅಂಕ್ರಅಂಶದ  ಮ�ಲಕ  ಮಾತ್ರವಲ	 ಜಾ್ಯಮಿತಿ�ರ್ಯವಾಗಿ ನೇ��ಡಿದಾಗಲ�  ನಮಗೆ
ಉತ,ರ ದೇ�ರಕುವುದಿಲ	. ಸಲೇರ್ಯನು್ನ ಕಂಡುಹೀರ್ಯರ್ಲಾಾಗುವುದಿಲ	 !
ವಿಭಾಗ  II  ರಲ್ಲಿ	 ಮಾಡಿದ ವಿಮಶೇ�ಗಳು ಇದನು್ನ ಸ್ಪಷ|ಪಡಿಸುತ,ವೆ ;  ಚತುರ್ಭುು�ಜವು ದೃಢವಲ	 ಎಂದು ನಾವು
ತ್ತ��ರಿಸಿದೇ್ದ�ವೆ;  ಆದರೆ ಇದು ಆಕಾರವನು್ನ ಬದರ್ಲಾಾಯಿಸುವಂತ್ತ ,  ಅದರ ವಿಕರ್ಣ�ಗಳು ಪರಸ್ಪರ ಲಂಬವಾಗಿರುವ
ಗುರ್ಣ  ಅಚಲವಾದುದು.  ಒಂದು  ನಿದಿ�ಷ| ಸಂರಚನೇರ್ಯಲ್ಲಿ	 ಈ  ಗುರ್ಣ  ನಿಜವಾಗಿದ್ದರೆ ,  ಇದು  ಯಾವಾಗಲ�
ನಿಜವಾಗುವುದು.  ಈ  ಸನಿ್ನವೆ�ಶದಲ್ಲಿ	 ನಾವು  ನೇ��ಡುದೇ�ನೇಂದರೆ ,  ಆ  ಸಲೇರ್ಯು  ಸಂಪ3ರ್ಣ� ಮೌಲ್ಯಗಳ
ನಿರಂತರತ್ತರ್ಯನು್ನ ಪಡೆದುಕೆ�ಳ್ಳಬಹುದು, ಇದು ಅನಿದಿ�ಷ| ಎಂದು ಸ�ಚಿಸುತ,ಲೇ�.

ಗಾಳಿಪಟದ ಪ್ರಕರರ್ಣ. ಚಿತ್ರ ೭ ಒಂದು ಸುಲರ್ಭು ಪ್ರಕರರ್ಣವನು್ನ ತ್ತ��ರುತ,ದೇ : ಪಕ.ದ ಜೋ��ಡಿ ಬಾಹುಗಳು ಸಮಾನ
ಉದ್ದವನು್ನ ಹೊ�ಂದಿರುವಾಗ (ಅಂದರೆ, ಚಿತ್ರವೆ� ಗಾಳಿಪಟ).



ABCD ಹಾಗು A ′ B ′ C ′ D ′ ಚಿತ್ರಗಳು (ಗಾಳಿಪಟಗಳು , AD = CD = A ′ D ′ = C ′ D ′ ಹಾಗು
AB = BC = A ′ B ′ = B ′ C ′ )  ಅಸಮನಾದ ಸಲೇರ್ಯನು್ನ ಹೊ�ಂದಿವೆ.  ಲಂಬ ವಿಕರ್ಣ�ವನು್ನ ಹೊಚು್ಚ ಜಜ್ಜಿ¤ದಂತ್ತ
ಸಲೇರ್ಯನು್ನ ನಮಗೆ ಬೇ�ಕಾದಂತ್ತ ಕಡಿಮೇ ಮಾಡಬಹುದು .  ವಿಕೃತ  ಚತುರ್ಭುು�ಜ  ಇಲ್ಲಿ	ರುವ  ಮಿತಿಯಾಗಿದೇ.

(ಯಾಕೆಂದರೆ ಇಲ್ಲಿ	 ಸಲೇಯಿಲ	) 

ವಜಾ್ರಕೃತಿರ್ಯ ಪ್ರಕರರ್ಣ. ಮೇ�ಲೇ ಹೊ�ಳಿದ ಪ್ರಕರರ್ಣವು ವಜಾ್ರಕೃತಿರ್ಯಲ್ಲಿ	 ಇನ�್ನ ಸುಲರ್ಭುವಾಗಿ ಕಾಣಿಸುತ,ದೇ.

ವಜಾ್ರಕೃತಿಗೆ a ಎಂಬ ಬಾಹುವಿದೇ, ಹಾಗು ಇದರ ಕೆ��ನಗಳು α ಹಾಗು 180 ◦ − α ಎಂದರೆ
0 ◦ < α ≤ 90 ◦ (ಚಿತ್ರ ೮ ಅನು್ನ ನೇ��ಡಿ). ವಜಾ್ರಕೃತಿರ್ಯ ಸಲೇ a 2 sin α ಇದೇ.

α  ದ ಮೌಲ್ಯವು  0 ◦  ಹಾಗು  90 ◦ರ ಮಧ್ಯದಲ್ಲಿ	ದೇ ,  ಇದರಿಂದ ವಜಾ್ರಕೃತಿರ್ಯ ಸಲೇರ್ಯು 0  ಹಾಗು  a2 ರ ಮಧ್ಯದ
ಮೌಲ್ಯದಲ್ಲಿ	ದೇ.
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ಶೇoಲೇ�ಶ್ ಶಿರಾಲ್ಲಿ ಸಹಾ್ಯದಿ್ರ ಶಾಲೇ (KFI),  ಪುಣೆರ್ಯ  ನಿದೇ��ಶಕರು  ಹಾಗು  ಸಮುದಾರ್ಯ  ಗಣಿತ  ಕೆ�ಂದ್ರ
(ಕಮ�್ಯನಿಟ್ಟಿ ಮಾ್ಯತಮೇಟ್ಟಿಕ್x ಸೋಂಟರ್ )  ರಿಷ್ಟಿ ವಾ್ಯಲ್ಲಿ ಎಜುಕೆ�ಷನ್ ಸೋಂಟರ್  (AP). ).  ಇವರು ಭಾರತದಲ್ಲಿ	 ಗಣಿತ
ಒಲಂಪೀಯಾಡ್  ಚಳುವಳಿರ್ಯಲ್ಲಿ	 ಪಾಲೇ��ಳು್ಳತಿ,ದಾ್ದರೆ .  ಪ ್ೌರಢ ಶಾರ್ಲಾಾ ವಿದಾ್ಯರ್ಥಿ�ಗಳಿಗೆ ಇವರು ಹಲವಾರು ಗಣಿತ
ಪುಸ,ಕಗಳನು್ನ ಬರೆದಿದಾ್ದರೆ ಹಾಗು  At  Right  Angles  ನ  ಸಂಪಾದಕರಾಗಿದಾ್ದರೆ.  ಇವರನು್ನ
shailesh.shirali@gmail.com ನಲ್ಲಿ	 ಸಂಪಕ್ರ�ಸಬಹುದು.


