
ಗಣಿತೀ�ಯ ಗುಣಗಳ ಮೂರು ಸೊೂಗಸಾದ ಋಜುವಾತುಗಳು 

- ಮೋ�ಷೆ ಸು�ಪೆಲ್ ಮತು� ಅವೀ� ಸೀ�ಗ್ಲರ್

ಗಣಿತೀ�ಯ  ಹೇ�ಳಿಕೆಗಳ  ಸೊಗಸಾದ  ಋಜುವಾತುಗಳು  ಗಣಿತದ  ಸೌಂದಯ�ವನು� ತೆರೆದಿಡುವುದಲ್ಲದೆ
ಗಣಿತವನು� ಕಲಿಯುವುದರಲಿ್ಲ ಅಡಗಿರುವ  ಸಂತಸವನು� ಮತ್ತಷು. ಹೇಚ್ಚಿ0ಸುತ್ತವೆ .  ದೃಶ್ಯಮಾತ್ರದಿಂದಲೇ�
ಋಜುವಾತುಗೊಳಿಸುವ  ಸಾಮರ್ಥ್ಯ್ಯ�ವನು� ಹೇಚ್ಚಿ0ಸುವಂತಹ  ‘ಪದರಹಿತ  ಋಜುವಾತು’  ಸಮಸಾ್ಯಪೂರಣ
ವಿಧಾನವಂತ  ಮನಮೋ�ಹಕವಾಗಿದೆ.  ಈ  ಅಧಾ್ಯಯದಲಿ್ಲ ಗಣಿತದ  ಸೌಂದಯ�ವನು� ಸೊಗಸಾಗಿ
ಬಿಂಬಿಸಲು ದೃಶ್ಯಗಳನ್ನ�� ಹೇಚಾ0ಗಿ ಬಳಸಿಕೆಳುKವಂತಹ ಮರು ಋಜುವಾತುಗಳನು� ಪ್ರಸು್ತತ ಪಡಿಸುತೀ್ತದೆM�ವೆ.
ವಸು್ತನಿಷ್ಠವಾಗಿ ಹೇ�ಳಬೇ�ಕೆಂದರೆ ಇವು  ನಿಜಕR ‘ಪದರಹಿತ’  ಋಜುವಾತುಗಳಲ್ಲ –  ಏಕೆಂದರೆ ಇವುಗಳಲಿ್ಲ
ಗಣಿತೀ�ಯ  ಉಕ್ತಿ್ತಗಳು  ಮತು್ತ ಸತ್ರಗಳು  ಗೊ�ಚರಿಸಿವೆ .  ಆದಾಗ್ಯ,  ಅವುಗಳದು  ಕುಂದಿಲ್ಲದ  ಸೊಬಗೊ�
ಆಗಿದೆ.

ಗಣಿತದಲಿ್ಲ ಸೌಂದಯ�ಶಾಸ್ತ್ರ ಮತು್ತ ಅಪ್ರತೀಮ ಸೊಬಗುಗಳ ಮೌಲ್ಯವನು� ಕುರಿತಾದ ಹಲವಾರು ಪ್ರಮುಖ
ಹೇ�ಳಿಕೆಗಳು  ಕಂಡುಬರುತ್ತವೆ.  ಗಣಿತ  ಶಿಕ್ಷಣದ  ಹಲವಾರು  ಅಧ್ಯಯನಗಳು  ಗಣಿತವನು� ಬೇ�ಧಿಸುವಲಿ್ಲ
ಗಣಿತದ ಸೊಬಗನು� ತೆ�ಪ�ಡಿಸುವ ಹಿಂದಿನ ಮಹತ್ವವನು� ಕುರಿತು ಚಚ್ಚಿ�ಸಿವೆ .  ಇದಕೆR ಸಂಬಂಧಿತವಾದ
ಕೆಲವು ಹೇ�ಳಿಕೆಗಳನು� ಈ ಕೆಳಗೊ ನಿ�ಡಲಾಗಿದೆ:

 “ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರವು  ಮನುಕುಲದ  ಅತ್ಯಂತ  ಶ್ರ್ರ�ಷ್ಠವಾದ  ಸಾಂಸRೃತೀಕ  ಮತು್ತ ಬೌದಿkಕ  ಸಾಧನ್ನಗಳಲಿ್ಲ
ಒಂದಾಗಿದೆ ಮತು್ತ ಗಣಿತದ  ಸೌಂದಯ�ಶಾಸ್ತ್ರಕೆR ಪೂರಕವಾಗುವ  ಗುಣ  ಮತು್ತ ಮನ್ನ�ರಂಜಕ
ಅಂಶಗಳನು� ಒಳಗೊಂಡಂತೆ ಗಣಿತವನು� ಮೆಚ್ಚಿ0ಕೆಳುKವ  ಮತು್ತ ಅರ್ಥ್ಯ� ಮಾಡಿಕೆಳುKವ
ಗುಣಗಳನು� ನಾಗರಿಕರು ಬೇಳೆಸಿಕೆಳKಬೇ�ಕು”[1].

 “ಕಲಾಕಾರನ  ಅರ್ಥ್ಯವಾ  ಕವಿಯ  ಚ್ಚಿತ್ರ/ಪದ  ವಿನಾ್ಯಸದಂತೆಯೇ� ಗಣಿತಜ್ಞನ  ವಿನಾ್ಯಸವೂ
ಸುಂದರವಾಗಿರಬೇ�ಕು;  ವಣ�ಗಳು  ಅರ್ಥ್ಯವಾ  ಪದಗಳಂತೆಯೇ� ಗಣಿತಜ್ಞನ  ಆಲೇ�ಚನ್ನಗಳು  ಸಹ
ಸಾಮರಸ್ಯದಿಂದ ಹೇಂದಾಣಿಕೆಯಾಗಬೇ�ಕು. ಸೌಂದಯ�ವೆ� ಗಣಿತದ ಮೋದಲ ಪರಿ�ಕ್ಷೆ; ಈ ಜಗದಲಿ್ಲ
ಕುರಪಿ ಗಣಿತಕೆR ಶಾಶ್ವತ ಸಾ|ನವಿಲ್ಲ”[2]. 

 “ಗಣಿತ  ಶಿಕ್ಷಣದಲಿ್ಲ ಸೌಂದಯ�ಶಾಸ್ತ್ರವು  ಸುಸಂಬದkವಾದುದೆಂದು  ನಮಗೊ ಸ್ಪಷ.ವಾಗಿ
ಕಂಡುಬರುವುದಾದರ, ಗಣಿತೀ�ಯ ಅನುಭವದಲಿ್ಲ ಸೌಂದಯ�ಶಾಸ್ತ್ರವನು� ಉದೆM�ಶಪೂವ�ಕವಾಗಿ
ಅಳವಡಿಸಲು ಯತೀ�ಸಿದಾಗ ಅದರ ಸೊಬಗು ಕೆ�ಗೊಟುಕದಂತೀರುತ್ತದೆ”[3].

 “ಗಣಿತದ ಸೊಬಗು ಗಣಿತೀ�ಯ ಉದ್ಯಮದ ಪ್ರಮುಖ ಲಕ್ಷಣವಾಗಿದುM, ಈ ಸೊಬಗು ವಿಜ್ಞಾಾನಗಳ ಪೈ�ಕ್ತಿ
ಗಣಿತಕೆR ಒಂದು ವಿಶಿಷ್ಠ ಸಾ|ನವನು� ನಿ�ಡುತ್ತದೆ”[4]. 

 “ಗಣಿತದ ಸಮಸೊ್ಯಗಳನು� ಯಶಸಿ್ವಯಾಗಿ ಬಿಡಿಸುವ ಗಣಿತಜ್ಞರು ಸಮಸೊ್ಯಗಳನು� ಬಿಡಿಸುವ ಕ್ತಿ್ರಯೇಯ
ಅನುಭವವು ಗಣಿತದ ಸೊಬಗನು� ಹೇಚು0 ಹೇಚು0 ಮೆಚ0ಲು ಪೂರಕವಾಗುತ್ತದೆ ಎಂದಿದಾMರೆ’[5].

ಗಣಿತಜ್ಞರು  ಮತು್ತ ಗಣಿತ  ಶಿಕ್ಷಕರ  ಪೈ�ಕ್ತಿ ,  ಅನ್ನ�ಕರು  ಸೌಂದಯಾ�ಂಶವು  ಗಣಿತ  ತರಗತೀಯ  ಅವಿಭಾಜ್ಯ
ಅಂಗವಾಗಿರಬೇ�ಕೆಂಬ ಅಭಿಪಾ್ರಯ ಹೇಂದಿದಾMರೆ. 



ಈ  ಲೇ�ಖನದಲಿ್ಲ ಗಣಿತದ  ಸೊಬಗನು� ಎತೀ್ತತೆ�ರಿಸುವ  ಮರು  ಸೊಗಸಾದ  ಋಜುವಾತುಗಳತ್ತ ಗಮನ
ಹರಿಸೊ�ಣ. 

ಪ್ರಮುಖ  ಪದಗಳು:  ಋಜುವಾತು, ಪದರಹಿತ  ಋಜುವಾತುಗಳು, ಚ್ಚಿತ್ರಗಳು,  ವಿಸಿ್ತ�ಣ�ಗಳು,  ಅಂತಸ|
ವೃತ್ತಗಳು, ಲಂಬಕೆ�ನ ತೀ್ರಕೆ�ನಗಳು, ವಿಕಣ�, ಸದೃಶ ತೀ್ರಕೆ�ನಗಳು (ಒಂದೆ� ರಿ�ತೀಯ ತೀ್ರಕೆ�ನಗಳು)

ನಾಲು$ ಕ್ರಮಾನುಗತ ಸಾ)ಭಾವೀಕ ಸಂಖ್ಯೆ-ಗಳ ಗುಣಲಬ್ಧಗಳು 

ನಾಲುR ಕ್ರಮಾನುಗತ  ಸಾ್ವಭಾವಿಕ  ಸಂಖ್ಯೆ್ಯಗಳ  ಗುಣಲಬkಕೆR 1  ಅನು� ಸೊ�ರಿಸಿದರೆ ಸಾ್ವಭಾವಿಕ  ಸಂಖ್ಯೆ್ಯಯ
ವಗ�ವು ದೆರೆಯುತ್ತದೆ.

< >equations>

ಮೆ�ಲRಂಡ ನಿಷ್ಪತೀ್ತಯ ಗಣಿತೀ�ಯ ಕ್ರಮವು ಹಿ�ಗಿದೆ :

(  + 1)(  + 2)(  + 3) + 1 = (  2 + 3  + 1)n n n n n n
2
 .

ಟಿಪ್ಪಣಿ 1: ಋಜುವಾತು ಈ ಕೆಳಕಂಡ  ಗುಣವನು� ಆಧರಿಸಿದೆ: 2. ಎರಡು ಸಾ್ವಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ್ಯಗಳ ನಡುವಿನ
ವ್ಯತಾ್ಯಸವು 2 ಆಗಿರುವಾಗ ಅದರ ಗುಣಲಬkವು ಆ ಎರಡು ಸಂಖ್ಯೆ್ಯಗಳ ಮಧ್ಯದಲಿ್ಲನ ಸಾ್ವಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ್ಯಯ

ವಗ�ದ ಸಂಖ್ಯೆ್ಯಗಿಂತ 1 ಸಂಖ್ಯೆ್ಯ ಕಡಿಮೆಯದಾಗಿರುತ್ತದೆ. (ಉದಾಹರಣೆಗೊ, 5 × 7 = 35 = 6
2
  − 1.)

ನಾಲುR ಸಾ್ವಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ್ಯಗಳನು� ಗುಣಿಸಿದಾಗ, ಹೇರ ಬದಿಗಳಲಿ್ಲರುವ ಎರಡು ಸಂಖ್ಯೆ್ಯಗಳ ಗುಣಲಬk ಮತು್ತ
ಮಧ್ಯದಲಿ್ಲರುವ ಎರಡು  ಸಂಖ್ಯೆ್ಯಗಳ ಗುಣಲಬkಗಳ ವ್ಯತಾ್ಯಸವು  2  ಆಗಿರುತ್ತದೆ;   ಮೆ�ಲೇ ಉಲೇ್ಲ�ಖಿತವಾದ
ಗುಣವನು� ಇಲಿ್ಲಯ  ಅನ್ವಯಿಸಿದಾಗ  ಗುಣಲಬkಗಳ  ಗುಣಲಬkಕೆR ಒಂದನು� ಸೊ�ರಿಸಿದಾಗ  ಅವೆರಡು
ಸಂಖ್ಯೆ್ಯಗಳ ಮಧ್ಯದಲಿ್ಲರುವ ಸಾ್ವಭಾವಿಕ ಸಂಖ್ಯೆ್ಯಯ ವಗ�ವು ಲಭಿಸುವುದು ಕಂಡುಬರುತ್ತದೆ. (ಉದಾಹರಣೆಗೊ,
ನಾಲುR ಕ್ರಮಾನುಗತ  ಸಂಖ್ಯೆ್ಯಗಳಾದ  4,  5,  6,  7  ತೆಗೊದುಕೆಳೆ�K�ಣ.   ಹೇರ  ಬದಿಗಳಲಿ್ಲರುವ  ಎರಡು
ಸಂಖ್ಯೆ್ಯಗಳ  ಗುಣಲಬk 28  ಮತು್ತ ಮಧ್ಯದಲಿ್ಲರುವ  ಎರಡು  ಸಂಖ್ಯೆ್ಯಗಳ  ಗುಣಲಬk 30.  ಈ  ಎರಡು
ಗುಣಲಬkಗಳ ವ್ಯತಾ್ಯಸ 2 ಎಂಬುದನು� ಗಮನಿಸಿ).

ಟಿಪ್ಪಣಿ 2:  ಮೆ�ಲRಂಡ ಅನನ್ಯತೆಯು ಸಮಾಂತರ ಶ್ರ್ರ�ಢಿಯ ಸತ್ರಕರಣಕೆR ಸೊಗಸಾಗಿ ಅನ್ವಯವಾಗುತ್ತದೆ :
ಸಮಾಂತರ ಶ್ರ್ರ�ಢಿಯ ಮೋದಲ ಸಂಖ್ಯೆ್ಯಯು  a ಆಗಿದುM, ಸಮಾಂತರ ವ್ಯತಾ್ಯಸವು  d ಆಗಿದMರೆ, ಆಗ:

(  + )(  + 2 )(  + 3 ) + a a d a d a d d 
4
 = (a

2
 + 3  + ad d 

2
 )

2
 .

ಎಂದರೆ,  ಶ್ರ್ರ�ಢಿಯ  ಮೋದಲ  ನಾಲುR ಕ್ರಮಾನುಗತ  ಸಂಖ್ಯೆ್ಯಗಳ  ಗುಣಲಬkಕೆR ಸಮಾನ  ಅಂತರದ  ನಾಲRರ
ಘಾತವನು� ಕಡಿದಾಗ ದೆರಕುವ ಸಂಖ್ಯೆ್ಯಯು ಪರಿಪೂಣ� ವಗ�ವಾಗಿರುತ್ತದೆ.

ಲಂಬಕೋೂ�ನ ತೀ್ರಕೋೂ�ನದಲ್ಲಿ್ಲ ಅಂತಸ್ಥಗೊೂಳಿಸೀದ ಮೂರು ವೃತ�ಗಳ ತೀ್ರಜ-ಗಳು 

< >figure



 X ಆಕಾರದ ಕ್ಷೆ�ತ್ರಫಲವನು� [ ] X ಸಚ್ಚಿಸಲಿ. ಆಗ:

    ,△ABC ∼ △ACD ∼ △CBD, ∼ △ACD ∼ △CBD, △AC ∼ △ACD ∼ △CBD,D ∼ △CBD, ∼ △ACD ∼ △CBD, △C ∼ △ACD ∼ △CBD,BD ∼ △CBD,

∴△ACD△ABC =  12 2r12r2 r12r2  ,          △CBD△ABC  =  22 2r12r2 r12r2

ಆದರೆ  [ ] + [ ] = [ ], △ACD △CBD △ABC ಆದMರಿಂದ

1 r12r2
2 

+ 2  r12r2
2
=  r12r2

2
 .

ಅನುಸಿದಾkಂತ:    =  AC BC ಆಗಿದMರೆ, ಆಗ

 1 = 2 = r12r2 r12r2 2r12r2√2  

ಟಿಪ್ಪಣಿಗಳು

(1)  ಇದೆ� ರಿ�ತೀ,  ತೀ್ರಕೆ�ನದಲಿ್ಲ ಅಂತಸ|ವಾಗಿರುವ ವೃತ್ತವೊಂದರ ತೀ್ರಜ್ಯವು   R ಆಗಿದMರೆ;  ಅದರ ಎತ್ತರವು  h
ಆಗಿದMರೆ;  ಅದರ ಕೆ�ನಛೇ�ದಕದ ಉದMವು   l ಆಗಿದMರೆ;  ಮತು್ತ ಆ ತೀ್ರಕೆ�ನದ ಮಧ್ಯರೆ�ಖ್ಯೆಯ ಉದMವು  m
ಆಗಿದMರೆ, ಆಗ:

  1 R 
2
+ 2  R 

2
=  R 

2
 ,

1 h
2
+ 2 h

2
=  h

2
 ,

 1 l 
2
+ 2 l 

2
=  l 

2
 ,

1 m
2
+ 2 m

2
=  m

2
 .

ಟಿಪ್ಪಣಿ:  ಒಂದೆ�ರಿ�ತೀ ಇರುವ  ಎರಡು  ತೀ್ರಕೆ�ನಗಳಲಿ್ಲ ಎರಡು  ಅನುರಪ  ಬಾಹುಗಳ  ಉದMಗಳಿಗೊ
ಸಂಬಂಧಿತವಾಗಿ ಕಂಡುಬರುವ ಅನುಪಾತ ಪ್ರಮಾಣವು ಅವೆ� ತೀ್ರಕೆ�ನಗಳ ಯಾವುದೆ� ಎರಡು ಅನುರಪ
ರೆ�ಖಾಖಂಡಗಳಿಗೊ ಸಂಬಂಧಿತವಾಗಿಯ ಅದೆ� ಅನುಪಾತ ಪ್ರಮಾಣದಲಿ್ಲ ಕಂಡುಬರುತ್ತದೆ . ಉದಾಹರಣೆಗೊ,
ಅನುರಪ ಎತ್ತರಗಳು, ಅನುರಪ ಕೆ�ನಛೇ�ದಕಗಳು, ಅನುರಪ ಮಧ್ಯ ಲಂಬಗಳು, ಇತಾ್ಯದಿ.

(2)  1  h
2
 + 2  h

2
=  h

2
  ಎಂಬ ಹೇ�ಳಿಕೆಯು ವಾಸ್ತವವಾಗಿ ಪೈ�ಥಾಗೊರಸ್ನ ಪ್ರಮೆ�ಯವನು� ಹೇ�ಳುವ

ಇನ್ನ�ಂದು ಕ್ರಮವಾಗಿರುವುದಷ್ಟೆ..  ಆದMರಿಂದ ಇದು ಆ ಪ್ರಖಾ್ಯತ ಪ್ರಮೆ�ಯಕೆR ಮತೆ್ತಂದು ಋಜುವಾತನು�
ಒದಗಿಸುತ್ತದೆ.



< >figure

ಲಂಬಕೆ�ನ ತೀ್ರಕೆ�ನದಲಿ್ಲನ ಮತ್ತಷು. ಸಂಬಂಧಗಳು

 ABC ∼ △ACD ∼ △CBD, ಲಂಬಕೆ�ನ ತೀ್ರಕೆ�ನದ ವಿಕಣ�ದ ಮೆ�ಲೇ  D ∼ △CBD, ಬಿಂದು ಇರಲಿ. ಆಗ:

 AB
2

  · DC D ∼ △CBD,C ∼ △ACD ∼ △CBD,
2
 +  AC ∼ △ACD ∼ △CBD,

2
   · DC BD ∼ △CBD,

2
 =  AD ∼ △CBD,

2
2   · DC BC ∼ △ACD ∼ △CBD,

2

ಚ್ಚಿತ್ರ 3.1 ಹಾಗು 3.2

 ABC ∼ △ACD ∼ △CBD, ಮತು್ತ  ED ∼ △CBD,C ∼ △ACD ∼ △CBD, ತೀ್ರಕೆ�ನಗಳ ಸಾದೃಶ್ಯತೆಯಿಂದ ಈ ಸಮೀ�ಕರಣವನು� ಪಡೆಯಲಾಗಿದೆ (ಚ್ಚಿತ್ರ 3.2 ರಲಿ್ಲ
ಕಾಣಿಸಿದಂತೆ).  ಇದೆ� ಕ್ರಮದಲಿ್ಲಯೇ�  ABC ∼ △ACD ∼ △CBD, ಮತು್ತ  FBD ∼ △CBD, ತೀ್ರಕೆ�ನಗಳು ಸಹ ಪರಸ್ಪರ ಹೇ�ಲುತ್ತವೆ (ಚ್ಚಿತ್ರ
3.3 ನ್ನ�ಡಿರಿ)

<ಚ್ಚಿತ್ರ 3.3>

 D ∼ △CBD,F ಬಾಹುವು   AC ∼ △ACD ∼ △CBD, ಬಾಹುವಿಗೊ ಸಮಾನಾಂತರವಾಗಿದMರೆ,  ಆಗ   AFD ∼ △CBD,E ಒಂದು ಆಯತ ಆಗುತ್ತದೆ ಮತು್ತ
ಅದರ ಕಣ�ಗಳು ಸಮವಾಗಿರುತ್ತವೆ  (ಚ್ಚಿತ್ತ 3.3 ರಲಿ್ಲ ತೆ�ರಿಸಿರುವಂತೆ).

ಗಮನಿಸಿ:  D ∼ △CBD, ಬಿಂದುವು   BC ∼ △ACD ∼ △CBD, ರೆ�ಖ್ಯೆಯ ಮಧ್ಯಬಿಂದುವಾಗಿದMರೆ,  ಆಗ,  ಮೆ�ಲRಂಡ ಸಮೀ�ಕರಣವನು� ಬಳಸಿ,
“ಲಂಬಕೆ�ನ ತೀ್ರಕೆ�ನದ ವಿಕಣ�ದ ಮಧ್ಯಲಂಬ (ಮೀ�ಡಿಯನ್)ದ ಅಳತೆಯು ವಿಕಣ�ದ ಅಧ� ಅಳತೆಗೊ
ಸಮನಾಗಿರುತ್ತದೆ” ಎಂಬ ಪ್ರಮೆ�ಯವನು� ಸುಲಭವಾಗಿ ಋಜುವಾತುಗೊಳಿಸಬಹುದು.
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