
ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆ�ಗಳು
ಯಾವುದೇ� ಧನ  ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆ�ಯನ್ನು� ಅದರ  ವೃತ್ಕ್ರಮದೇ�ಂದಿಗೆ ಕ�ಡಿ .  ಉದಾಹರಣೆಗೆ 2  ರಿಂದ

ಪಾ(ರಂಭಿಸಿದರೆ ನಮಗೆ 2+
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 ಎಂಬ  ಮೊತ್ತ ದೇ�ರೆಯ್ನುತ್ತದೇ ;   3  ರಿಂದ  ಪಾ(ರಂಭಿಸಿದರೆ ನಮಗೆ
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ನಮಗೆ ಈ ಮೊತ್ತವು  ಛಲಪರಿಮಾಣವಾಗಿ ದೇ�ರಕಬಹ್ನುದೇ�?  ಖಂಡಿತವಾಗಿಯ� ಸಾಧ�ವಿದೇ,  ಒಂದ್ನು ಸ್ನುಲಭ

ಮಾಗ; :  1  ರಿಂದ  ಪಾ(ರಂಭಿಸಿದರೆ ನಮಗೆ 1+
1
1
=2 ಎಂಬ  ಮೊತ್ತ ದೇ�ರೆಯ್ನುತ್ತದೇ .  ಇಲ್ಲಿ>ನ  ಮೊತ್ತವು

ಛಲಪರಿಮಾಣವಾಗಿದೇ.  ಇದೇ� ರಿ�ತಿ ಒಂದ್ನು  ಸಂಖ್ಯೆ�ಯಿಂದ  ಪಾ(ರಂಭಿಸಿ ಛಲಪರಿಮಾಣವಾದ  ಮೊತ್ತವನ್ನು�

ಪಡೆಯಲ್ನು ಬೇ�ರೆ ಆಯ್ಕೆEಗಳಿವೆಯ್ಕೆ? ಇದೇ� ಮ್ನುಂದಿನ ಸಮಸ್ಯೆ�ಯಾಗಿದೇ. 

ಸಮಸ್ಯೆ� : 

ಮ್ನುಂದೇ ಓದ್ನುವ ಮ್ನುಂಚೆ ಉತ್ತರವನ್ನು� ಊಹಿಸಿ !

ನಾವು ಎರೆಡ್ನು ಉತ್ತರಗಳನ್ನು� ನೀ�ಡ್ನುತ್ತ್ತ�ವೆ .  ಧನ ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆ�ಯ ಕೆಲವು ಗ್ನುಣಗಳನ್ನು� ನಾವು ಲಘುವಾಗಿ

ತ್ತಗೆದ್ನುಕೆ�ಳುUತ್ತ್ತ�ವೆ.

(1)  p  ಒಂದ್ನು  ಅವಿಭಾಜ� ಸಂಖ್ಯೆ�ಯ್ಕೆಂದಿಟ್ನುXಕೆ�ಳ್ಳZU�ಣ  ಹಾಗ್ನು  n  ಯಾವುದೇ� ಛಲಪರಿಮಾಣ

ಎಂದ್ನುಕೆ�ಳ್ಳZU�ಣ;  ಆಗ  p  ಯ್ನು  n2 ಅನ್ನು� ಭಾಗಿಸಿದರೆ ,  p  ಯ್ನು  n  ಅನ್ನು� ಭಾಗಿಸ್ಯೆ��ಣ .  ಇದನ್ನ��  ಇನ್ನ��ಂದ್ನು

ವಿಧದಲ್ಲಿ> ಹೇ�ಳುವುದಾದರೆ : p ಯ್ನು n ಅನ್ನು� ಭಾಗಿಸಲಾರದಿದ್ದರೆ, p ಯ್ನು n2 ಅನ್ನು� ಭಾಗಿಸ್ನುವುದಿಲ>.

(2) ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆ�ಯ ವಗ;ವು ಛಲಪರಿಣಾಮವಾಗಿದ್ದರೆ, ಆ ಸಂಖ್ಯೆ� ಛಲಪರಿಣಾಮವಾಗಿರ್ನುತ್ತದೇ. ಅಂದರೆ, x

ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆ�ಯಾಗಿದ್ನು್ದ x2  ಛಲಪರಿಣಾಮವಾಗಿದ್ದರೆ,  x  ಕ�ಡ  ಛಲಪರಿಣಾಮವಾಗಿರ್ನುತ್ತದೇ.  ಇದನ್ನ��

ಇನ್ನ��ಂದ್ನು ವಿಧದಲ್ಲಿ> ಹೇ�ಳುವುದಾದರೆ : n ಒಂದ್ನು ಛಲಪರಿಮಾಣ ಸಂಖ್ಯೆ�ಯ  ವಗ;ವಾಗಿಲ>ದಿದ್ದರೆ,√n ಭಾಗಲಬ್ಧ

ಸಂಖ್ಯೆ�ಯಲ>.

ಉತ್ತರ ೧: x ಧನ ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆ�ಯ್ಕೆಂದ್ನು ತಿಳಿಯಿರಿ ಹಾಗ್ನು x+
1
x
=n ಛಲಪರಿಮಾಣ ಸಂಖ್ಯೆ�ಯಾಗ್ನುತ್ತದೇ.

ನಮ್ಮ ವಾದ ಹಿ�ಗಿದೇ.

• x+
1
x
≥2 ಎಲಾ> x > 0 ಮೌಲ�ಗಳಿಗೆ ಇರ್ನುವುದರಿಂದ, ನಮಗೆ n ≥ 2 ಎಂದ್ನು ದೇ�ರಕ್ನುತ್ತದೇ.

• x+
1
x
=n  ಇಂದ ನಮಗೆ ಕೆಳಗಿನ ವಗ; ಸಮೀ�ಕರಣ ದೇ�ರೆಯ್ನುತ್ತದೇ:

x2 − nx + 1 = 0 .

ಇದನ್ನು� ಬಿಡಿಸಿದಾಗ ನಮಗೆ ಇದ್ನು ದೇ�ರೆಯ್ನುತ್ತದೇ :



x=
n±√n2

−4
2

n=2 ಇದ್ದರೆ, ವಗ;ಮ�ಲ ಸಂಖ್ಯೆ�ಯ್ನು ಇಲ>ವಾಗ್ನುತ್ತದೇ ಹಾಗ್ನು ನಮಗೆ x=1 ಎಂಬ ಉತ್ತರ ದೇ�ರೆಯ್ನುತ್ತದೇ. ಇದ್ನು

ನಮಗೆ ಈಗಾಗಲೇ� ತಿಳಿದಿರ್ನುವಂತ್ತ 1+
1
1

 ಛಲಪರಿಮಾಣವಾಗಿದೇ.

• n ≥ 3 ಇದ್ದರೆ, ಆಗ 2n − 1 ≥ 5, ಆದ್ದರಿಂದ n2 − ( n − 1 )2 ≥ 5, ಇದರಿಂದ

(n − 1)2 < n2 − 4 < n2 .

ಆದ್ದರಿಂದ  n2 −  4  ಎರೆಡ್ನು  ಸಾಲ್ನು  ಪರಿಪೂಣ; ವಗ;ಗಳ  ನಡ್ನುವೆ ಇರ್ನುತ್ತದೇ ಹಾಗ್ನು  ಪರಿಪೂಣ;

ವಗ;ಗಳಾಗ್ನುವುದಿಲ>.  ಇದರಿಂದ √n2−4 ಛಲಪರಿಮಾಣವಲ> ಎಂಬ್ನುದ್ನು  ಸಾಬಿ�ತಾಗ್ನುತ್ತದೇ .

ಆದ್ದರಿಂದ √n2−4 ಅಭಾಗಲಬ್ದ.

• ಇದರಿಂದ n ≥ 3  ಎಂದ್ನು ತಿಳಿಯ್ನುತ್ತದೇ, x  ಅಭಾಗಲಬ್ದ ಎಂದ್ನು ತಿಳಿಯ್ನುತ್ತದೇ,  ಇದ್ನು ನಮಗೆ ನೀ�ಡಿರ್ನುವ

ಮಾಹಿತಿಗೆ ವಿರ್ನುದ್ದವಾದ್ನುದ್ನು (ಅಂದರೆ x ಭಾಗಲಬ್ದ ಸಂಖ್ಯೆ�ಯ್ಕೆಂಬ್ನುದ್ನು).

• x   ಅಭಾಗಲಬ್ದವಾಗಿದ್ದರೆ, x+
1
x

,  2 ನ್ನು� ಬಿಟ್ನುX ಬೇ�ರೆ ಯಾವುದೇ� ಛಲಪರಿಮಾಣ  ಮೌಲ�ವನ್ನು�

ಹೇ�ಂದ್ನುವುದಿಲ> ಎಂದ್ನು ಈ ವೆjರ್ನುಧ�ವು ನಮಗೆ ತ್ತ��ರಿಸ್ನುತ್ತದೇ. 

• ಇದರಿಂದ, 1 ಮಾತ( ಮೇ�ಲೇ ಹೇ�ಳಿದ ಧನ ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆ�ಯ ಗ್ನುಣಗಳನ್ನು� ಹೇ�ಂದಿದೇ. 

ಉತ್ತರ ೨: ಇದೇ�ಂದ್ನು ಸ್ನುಲಭ ಉತ್ತರ. 
r
s

 ಒಂದ್ನು ಧನ ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆ� ಹಾಗ್ನು ಇದರ ವೃತ್ಕ್ರಮದ ಮೊತ್ತವು

ಛಲಪರಿಮಾಣ  n  ಎಂದಿಟ್ನುXಕೆ�ಳ್ಳZU�ಣ.  ಇಲ್ಲಿ>  r  ಮತ್ನು್ತ s ಗಳು  ಧನ  ಛಲಪರಿಮಾಣಗೆಂದ್ನು  ನಾವು

ಅಂದ್ನುಕೆ�ಳುUತ್ತ್ತ�ವೆ ಹಾಗ್ನು  ಇವುಗಳಿಗೆ ಒಂದನ್ನು� ಬಿಟ್ನುX ಬೇ�ರೆ ಅಪವತ;ನಗಳಿಲ> ಎಂದ್ನುಕೆ�ಳ್ಳZU�ಣ  (ಅವು

ಕೆ��ಪ್ರೈmಮ್ ಗಳಾಗಿರಬಹ್ನುದ್ನು,  r ಮತ್ನು್ತ s  ಕೆ�ಪ್ರ(�ಮ್ ಎಂದ್ನು ಊಹಿಸ್ನುವಲ್ಲಿ> ಸಾಮಾನ�ತ್ತಯ ನಷXವಿಲ> ;  ಈ

ರ�ಪದಲ್ಲಿ> ನಾವು ಯಾವುದೇ� ಭಾಗವನ್ನು� ಬರೆಯ್ನುಬಹ್ನುದ್ನು.) p ಎಂಬ್ನುದ್ನು r ನ ಪ(ಮ್ನುಖ ಭಾಜಕವಾಗಿದೇ ಎಂದ್ನು

ನಾವು ಊಹಿಸ್ನುವುದಾದರೆ, p ಎಂದಿಗ� s ನ ಭಾಜಕವಾಗಲಾರದ್ನು. ಈಗ ನಮಗೆ 

r
s
+
s
r
=n ,

 r∴ r 2 + s2 = nrs ,

 s∴ r 2 = nrs − r2 .

ಈಗ ನಾವು p ಯಿಂದ ವಿಭಜಿಸ್ನುವ ಮ�ರನ್ನ� ಸಮಾನತ್ತಯನ್ನು� ಪರಿಶೀ�ಲ್ಲಿಸ್ನುವಾಗ ವಿರೆ��ಧವು ಉಂಟಾಗ್ನುತ್ತದೇ;

p,  r  ಅನ್ನು� ಭಾಗಿಸ್ನುತ್ತದೇ ,  ಆದ್ದರಿಂದ  p,  nrs  ಮತ್ನು್ತ r2 ಅನ್ನು� ವಿಭಜಿಸ್ನುತ್ತದೇ ,  ಆದ್ದರಿಂದ  p,  nrs  -  r2 ಅನ್ನು�
ವಿಭಜಿಸ್ನುತ್ತದೇ; ಆದರೆ p, s2 ಅನ್ನು� ಭಾಗಿಸ್ನುವುದಿಲ>. ಈ ಹೇ�ಳಿಕೆಗಳು ಸ್ಪಷXವಾಗಿ ಪರಸ್ಪರ ವಿರ್ನುದ್ಧವಾಗಿವೆ.

ಅಂತಹ ಪ(ಮ್ನುಖ ವಿಭಜಕ ಇರ್ನುವುದಿಲ> ಎಂದ್ನು ವಿರೆ��ಧವು ತ್ತ��ರಿಸ್ನುತ್ತದೇ . ಆದರೆ ಇದರ ಅರ್ಥ; r = 1, ಇದ್ನು
ಪ(ಮ್ನುಖ  ವಿಭಜಕವಿಲ>ದ  ಏಕೆjಕ  ಧನಾತ್ಮಕ  ಛಲಪರಿಮಾಣವಾಗಿದೇ.  ಮೇ�ಲ್ಲಿನ  ವಾದದಲ್ಲಿ> r  ಮತ್ನು್ತ s  ನ



ಪಾತ(ಗಳನ್ನು� ಬದಲ್ಲಿ ಮಾಡಿಕೆ�ಂಡರೆ ,  ನಾವು  s = 1  ಅನ್ನು� ಪಡೆದ್ನುಕೆ�ಳುUತ್ತ್ತ�ವೆ.  ಆದ್ದರಿಂದ r = s = 1,  ಮತ್ನು್ತ
r
s

= 1. ಆದ್ದರಿಂದ ಅಂತಹ ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆ� 1 ಮಾತ(ವೆ� ಆಗಿದೇ.

ಮತ್ತಷ್ಟು� ಪರಿಶೋ��ಧನೆಗಾಗಿ ಪ್ರಶೋ#ಗಳು
ಮ್ನುಖ� ಫಲ್ಲಿತಾಂಶವು ಸಾಬಿ�ತಾಗಿರ್ನುವಿದರಿಂದ, ನಾವು ಪ(ಶ್ನೆ�ಗಳನ್ನು� ತ್ತರೆದ್ನು, ಸಂಬಂಧಿತ ಪ(ಶ್ನೆ�ಗಳನ್ನು� ಕೆ�ಳಬೇ�ಕ್ನು.

ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ನಾವು ಕೆ�ಳಬಹ್ನುದ್ನು:

ಪ್ರಶೋ# ೧  : X  ಭಾಗಲಬ್ಧದಿಂದ,  ನಾವು  ಛಲಪರಿಮಾಣ  ಮೌಲ�ವನ್ನು� ತಿಳಿಯಲ್ನು  x+
1
x

 ಅನ್ನು�

ಪಡೆಯಲಾಗ್ನುವುದಿಲ>.  ಆದರೆ ನಾವು ಛಲಪರಿಮಾಣವನ್ನು� ಹತಿ್ತರದ ಮೌಲ�ಕೆE ಹೇ�ಂದಿಸಬಹ್ನುದ್ನು ?  ನಾವು  3,

ಅರ್ಥವಾ  4,  ಅರ್ಥವಾ  5 (ಅರ್ಥವಾ ಯಾವುದೇ� ಇತರ ಛಲಪರಿಮಾಣ)  ಕೆE ಎಷ್ನುX ಹತಿ್ತರ ಹೇ�ಂದಿಸಬಹ್ನುದ್ನು?  ಈ
ವಿಷಯದಲ್ಲಿ> ಯಾವ ಅರ್ಥ;ಪೂಣ; ಪ(ಶ್ನೆ� ಕೆ�ಳಬಹ್ನುದ್ನು?
ಉದಾಹರಣೆಗೆ, ಕೆಳಗಿನ ಪ(ಶ್ನೆ�ಗಳು ಕೆ�ಳಲ್ನು ಒಂದ್ನು ಸಮಂಜಸವಾದ್ನುವೆ?

ಕೆಳಗಿನ ಅಸಮಾನತ್ತಗೆ ಅನ್ನುಗ್ನುಣವಾದ ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆ� x ಅಸಿ್ತತ್ವದಲ್ಲಿ>ವೆ:

|x+
1
x
−3|<10−50?

ಅನ್ನ್ವ�ಷಿಸಲ್ನು ಬಹ್ನುಶಃ ಹೇಚ್ನು� ಆಸಕ್ತಿ್ತದಾಯಕ ಪ(ಶ್ನೆ�ಯ್ನು ಕೆಳಗಿನದ್ನು.

ಪ್ರಶೋ# ೨  : X ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆ�ಯಾಗಿದ್ದರೆ ,  x+
1
x

ಎನ್ನು�ವುದ್ನು  ಒಂದ್ನು  ಛಲಪರಿಮಾಣ  ಮೌಲ�ವನ್ನು�

ಊಹಿಸಲ್ನು ಸಾಧ�ವಿಲ> ಎಂದ್ನು ನಾವು ಈಗಾಗಲೇ� ತ್ತ��ರಿಸಿದೇ್ದ�ವೆ. ಆದರೆ ಅದ್ನು ಯಾವ ರಿ�ತಿಯ ಮೌಲ�ಗಳನ್ನು�

ಊಹಿಸಿಕೆ�ಳುUತ್ತದೇ? ಒಂದ್ನು ನೀರಂಕ್ನುಶವಾದ ಭಾಗಲಬ್ಧ ಸಂಖ್ಯೆ� a
b

ನೀ�ಡಿದರೆ,  ಈ ಸಂಖ್ಯೆ� f (x) = x + 1 / x

ಕಾಯ;ದ ವಾ�ಪ್ರ್ತಯಲ್ಲಿ>ದೇಯ್ಕೆ� ಎಂಬ್ನುದನ್ನು� ನಾವು ಹೇ�ಗೆ ಪರಿಶೀ�ಲ್ಲಿಸ್ನುತ್ತ್ತ�ವೆ?

ಹೇ�ಳದೇ ತಿಳಿಯ್ನುವುದೇ�ನ್ನಂದರೆ, ಶೀ�ಘ(ವಾಗಿ ಕಾಯ;ಗತಗೆ�ಳಿಸಬಹ್ನುದಾದ ಪರಿ�ಕ್ಷೆಯನ್ನು� ನಾವು ಬಯಸ್ನುತ್ತ್ತ�ವೆ.

ಈ  ಎರಡ�  ಪ(ಶ್ನೆ�ಗಳನ್ನು� ಅನ್ನ್ವ�ಷಿಸಲ್ನು  ನಾವು  ಓದ್ನುಗರನ್ನು� ಆಹಾ್ವನೀಸ್ನುತ್ತ್ತ�ವೆ .  ದಯವಿಟ್ನುX ನೀಮ್ಮ
ಪ(ತಿಕ್ತಿ(ಯ್ಕೆಗಳನ್ನು� ಕಳುಹಿಸಿ!

ಸಮ್ನುದಾಯ  ಗಣಿತ  ಕೆ�ಂದ( (ಕಮ��ನೀಟಿ ಮಾ�ತಮೇಟಿಕ್ಸ್� ಸ್ಯೆಂಟರ್ )(CoMaC)  ರಿಷಿ ವಾ�ಲ್ಲಿ ಎಜ್ನುಕೆ�ಷನ್
ಸ್ಯೆಂಟರ್  ಮತ್ನು್ತ ಸಹಾ�ದಿ( ಶಾಲೇ (ಕೆಎಫ್ಐ)ನ  ಒಂದ್ನು  ಹೇ�ರಭಾಗವಾಗಿದೇ (ಎಪ್ರ).  ಇದ್ನು  ಗಣಿತಶಾಸ್ತ್ರದ
ಬೇ��ಧನ್ನಗೆ ಕಾಯಾ;ಗಾರಗಳನ್ನು� ಮತ್ನು್ತ ರಾಜ� ಸಕಾ;ರಗಳು  ಮತ್ನು್ತ ಸಕಾ;ರೆ�ತರ  ಸಂಸ್ಯೆ�ಗಳಿಗೆ ಬೇ��ಧನಾ
ಸಾಮಗಿ(ಗಳ  ಸಿದ್ಧತ್ತಗಳನ್ನು� ಕೆjಗೆ�ಳುUತ್ತದೇ .   ಕೆ��ಮಾಕ್ಸ್ ಅನ್ನು� shailesh.shirali@gmail.com  ನಲ್ಲಿ>
ಸಂಪಕ್ತಿ;ಸಬಹ್ನುದ್ನು.


