
ಲಂಬ ತ್ರಿ�ಭುಜಕ್ಕೊ��ಂದು ಪ�ಮೇ�ಯ
ಈ ಕೆಳಗಿನ ಜ್ಯಾ	ಮಿತೀ�ಯ ಫಲಿತ್ಯಾಂಶವು  2016 ರ ಪ್ಯಾ�ದೇ�ಶಿಕ  ಗಣಿತ ಒಲಂಪಿಯ್ಯಾಡ್ ನಲಿ# ಬಂದ ತೀ�ಭುಜದ
ಸಮಸ್ಯೆ	ಯನು, ಆಧರಿಸಿದೇ.

 ABC ಒಂದು ಅಸಮಬ್ಯಾಹು ತೀ�ಭುಜ ಎಂದುಕೆ5ಂಡರೆ, D ಎಂಬುದು BC ಯ ಮಧ	ಬಿಂದುವ್ಯಾದರೆ, AD ಎಂಬ
ಮಧ	ರೆ�ಖೆಯನು, ಎಳೆಯಿರಿ. D ಯ ಮ5ಲಕ AD ಗೆ ಒಂದು ಲಂಬವನು, ಎಳೆಯಿರಿ ಹ್ಯಾಗು AB,

AC ಗಳ ಹೆಚುAವರಿ ಬ್ಯಾಹುಗಳನು, ಬಿಂದು K ಹ್ಯಾಗು L ನಲಿ# ಕ�ಮವ್ಯಾಗಿ ಕ5ಡುವಂತೆ ಮ್ಯಾಡಿ. ಈಗ ಬಿಂದುಗಳ್ಯಾದ
B , C , K , L ಗಳು BAC ಕೆ5�ನವು ಲಂಬಕೆ5�ನವ್ಯಾದರೆ ಮ್ಯಾತ� ವೃತ್ತವೊJಂದರ ಮೇ�ಲಿರುತ್ತವೊ (ಚಿತ� ೧ ಅನು,
ನೋ5�ಡಿ)

 

ಒಂದೇ� ದಿಕ್ಕಿQನಲಿ# ಆಲೋ5�ಚಿಸುವುದ್ಯಾದರೆ ಇದು ಸುಲಭ (ತೀ�ಭುಜವು ಲಂಬಕೆ5�ನವ್ಯಾಗಿದ್ದರೆ, ನ್ಯಾಲುQ ಬಿಂದುಗಳು

ಚಕ್ಕಿ��ಯವ್ಯಾಗಿವೊ) ;  ಆದರೆ ಹಿಮುXಖ ಆಲೋ5�ಚನೋ ಹೆಚುA ಸವ್ಯಾಲಿನಂತೆ ತೆ5�ರುತ್ತದೇ .  ಎರೆಡ5 ಆಲೋ5�ಚನೋಗಳು

ಸ್ಯಾ[ಪಿತವ್ಯಾಗುವಂತೆ ಮುಂದಿನ  ಆಲೋ5�ಚನೋಗೆ ಜ್ಯಾ	ಮಿತೀ�ಯ  ಪರಿಹ್ಯಾರವನು, ,  ಅದ್ಯಾದ ನಂತರ  ಬಿ�ಜಗಣಿತದ

ಪರಿಹ್ಯಾರವನು, ನೀ�ಡುತೆ್ತ�ವೊ. 

ನ್ಯಾಲುQ ಬಿಂದುಗಳು ಚಕ್ಕಿ��ಯವ್ಯಾಗಿವೊ ಎಂಬುದಕೆQ ಜ್ಯಾ	ಮಿತೀ�ಯ ಋಜುವ್ಯಾತು . ∡BAC ಒಂದು ಲಂಬಕೆ5�ನ

ಎಂಬುದಷ್ಟೆ` ನಮಗೆ ತೀಳಿದಿದೇ, ಹ್ಯಾಗು B , K , L , C ಬಿಂದುಗಳು ಚಕ್ಕಿ��ಯವ್ಯಾಗಿವೊ ಎಂದು ಸ್ಯಾಧಿಸಬೇ�ಕು. 

ಮುಖ	 ಪದಗಳು  :  ಕೆ5ಸ್ಯೆdನ್ ನೀಯಮ ,  ಛೇ�ಧಿಸುವ  ಕ್ಯಾಡ್h ಪ�ಮೇ�ಯ ,  ಕ5ಡಿಸುವ  ಕ್ಯಾಡ್ h ಪ�ಮೇ�ಯ ,

ಅಪೊJಲೋ5�ನೀಯಸ್ , ಬಿಂದುವಿನ ಘ್ಯಾತ

ಕೆ5ಟ್ಟಿ`ರುವ ನ್ಯಾಲುQ ಅಂಕಗಳು ಚಕ್ಕಿ��ಯವ್ಯಾಗಿವೊ ಎಂದು ಸ್ಯಾಬಿ�ತುಪಡಿಸಲು ಅತ	ಂತ ಸ್ಪಷ`ವ್ಯಾದ ಮ್ಯಾಗhವೊಂದರೆ
ಕೆ5�ನ-  ಹಿಂಬ್ಯಾಲಿಸುವ ಮ್ಯಾಗh:  ಕೆಲವು ಎರಡು ಕೆ5�ನಗಳು ಸಮ್ಯಾನವೊಂದು ಸ್ಯಾಧಿಸಿ.  ಪ�ಸು್ತತ ನೀದಶhನದಲಿ#,
∡AKD  = ∡ACD ಅಥವ್ಯಾ  ∡ALD =  ∡ABD  ಎಂದು  ಸ್ಯಾಧಿಸಿದರೆ ಸ್ಯಾಕು .  (ಈ  ಎರಡು

ಹೆ�ಳಿಕೆಗಳು ಸ್ಪಷ`ವ್ಯಾಗಿ ಪರಸ್ಪರ ಸಮನ್ಯಾಗಿರುತ್ತದೇ) ಚಿತ� ೨ ನೋ5�ಡಿ; ನ್ಯಾವು x = y ಎಂದು ಸ್ಯಾಧಿಸಬೇ�ಕು.
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x = z  ಮತು್ತ y = z  ಎಂದು ಗಮನೀಸಿದ್ಯಾಗ ಅಪೊ�ಕ್ಷಿತ ಸಮತೆಯು ಅನುಸರಿಸುತ್ತದೇ.  ಏಕೆ y = z  ಇದೇ ಎಂದು
ನೋ5�ಡಲು,  y  ಮತು್ತ z  ಎರಡ5  ∡ALK  ಗೆ ಪJರಕವ್ಯಾಗಿವೊ ( ∡LAK ಮತು್ತ ∡ADL ಗಳು
ಲಂಬಕೆ5�ನಗಳ್ಯಾಗಿರುವುದರಿಂದ ಇದು ಸ್ಯಾಧ	ವಿದೇ).  x = z  ಏಕ್ಕಿದೇ ಎಂದು ತೀಳಿಯಲು ,  ತೀ�ಭುಜ △ABC  ಅಲಿ#
ಕೆ5�ನ  A ರಲಿ# ಲಂಬವ್ಯಾಗಿದೇ .  ಅದರ  ಪರಿಭ�ಮಣವು  BC  ಯ  ಮಧ	ಭ್ಯಾಗದಲಿ#ದೇ ಎಂಬುದನು, ಗಮನೀಸಿ .

ಇದರಥh D  ಯು A , B , C  ನೀಂದ ಸಮದ5ರದಲಿ#ದೇ ಎಂದು .  ಆದ್ದರಿಂದ DA = DC,  ಅದು x = z  ಎಂದು
ಸ5ಚಿಸುತ್ತದೇ.

ಆದ್ದರಿಂದ ಮುಂದಿನ ಆಲೋ5�ಚನೋಯು ಸ್ಯಾಧಿಸಲ್ಪಟ್ಟಿ`ದೇ :  ∡BAC ಲಂಬಕೆ5�ನವ್ಯಾಗಿದ್ದರೆ,  B ,  K ,  L ,  C

ಬಿಂದುಗಳು ಚಕ್ಕಿ��ಯವ್ಯಾಗಿರುತ್ತವೊ. 

ಹಿಮುXಖ ಆಲೋ5�ಚನೋಗ್ಯಾಗಿ, ಜ್ಯಾ	ಮಿತೀ�ಯ ವಿಧ್ಯಾನವು ಸಿಗಲ್ಯಾರದು; ನ್ಯಾವು ಒಂದು ಬಿ�ಜಗಣಿತದ ವಿಧ್ಯಾನವನು,
ಆರಿಸಿಕೆ5ಳುyತೆ್ತ�ವೊ.

ನಮಗೆ ಈ ಕೆಳಗಿನ ಫಲಿತ್ಯಾಂಶಗಳು ಬೇ�ಕ್ಯಾಗುತ್ತವೊ:

1. ಕೆ5ಸ್ಯೆdನ್ ನೀಯಮದಂತೆ:  ABC △ ABC ನಲಿ#,  c2 = a2 + b2 − 2ab cos C, etc;

2. ಛೇ�ಧಿಸುವ ಕ್ಯಾಡ್h ಪ�ಮೇ�ಯ, ಇದನು, "ಕ5ಡಿಸುವ ಕ್ಯಾಡ್ h ಪ�ಮೇ�ಯ" ಎಂದು ಕರೆಯುತ್ಯಾ್ತರೆ ಹ್ಯಾಗು

'ಬಿಂದುವಿನ ಘ್ಯಾತ'ದ ಯೋ�ಚನೋ:  ಸಮತೆಯನು, ಪಡೆಯಲು  O  ಎಂಬ ಕೆ�ಂದ� ಹೆ5ಂದಿರುವ ಹ್ಯಾಗು  r

ಎಂಬ ತೀ�ಜ	 ಹೆ5ಂದಿರುವ ವೃತ್ತವನು, ನೀ�ಡಲ್ಯಾಗಿದೇ , EF ಹ್ಯಾಗು GH ಎಂಬ ಎರೆಡು ಕ್ಯಾಡ್ hಗಳು ಬಿಂದು

P (ಇದು ವೃತ್ತದ ಒಳಗೆ ಅಥವ್ಯಾ ಹೆ5ರಗೆ ಇರಬಹುದು) ನಲಿ# ಛೇ�ದಿಸುತ್ತವೊ.

PE · PF = PO2 − r2 = PG · PH. (ಇಲಿ# ದಿಕುQಗಳಿಗೆ ಚಿಹೆ,ಗಳಿವೊ ಎಂಬುದನು, ಗಮನೀಸಿ ; PE ಹ್ಯಾಗು PF ಗಳು

ವಿರುದ್ಧ ದಿಕ್ಕಿQನಲಿ#ದ್ದರೆ PE · PF ≤ 0 ಆಗಿರುತ್ತದೇ) ನಮಗೆ ಈ ಪ�ಮೇ�ಯದ ವಿಲೋ5�ಮವJ ಕ5ಡ ಬೇ�ಕ್ಕಿದೇ (ಅದ5

ಸರಿಯಿದೇ)  :  ಸಮತಲದ  E ,  F ,  G ,  H  ಬಿಂದುಗಳನು,  PE ·  PF = PG · PH  ಸಮತೆ ಸರಿಯ್ಯಾಗುವಂತೆ

ಇರಿಸಲ್ಯಾಗಿದೇ, EF ಹ್ಯಾಗು GH ಎಂಬ ಎರೆಡು ರೆ�ಖೆಗಳು ಬಿಂದು P ನಲಿ# ಛೇ�ದಿಸುತ್ತವೊ, ಆಗ E , F , G , H ಇವು

ಚಕ್ಕಿ��ಯವ್ಯಾಗಿವೊ.  

3. ಅಪೊJಲೋ5�ನೀಯಸ್  ಪ�ಮೇ�ಯವು AB2 + AC2 = 2AD2 + 2BD2 ಎಂದು ಹೆ�ಳುತ್ತದೇ. 

ನ್ಯಾವು ಕೆಳಗಿನಂತೆ ಯೋ�ಜಿಸುತೆ್ತ�ವೊ:
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B , C , K , L ಬಿಂದುಗಳು ಚಕ್ಕಿ��ಯವ್ಯಾಗಿವೊ  ⇐⇒ AB · AK = AC · AL

 ⇐⇒ c .
AD

cos (∡KAD)
=b .

AD
cos(∡LAD)

 ⇐⇒ c
b
=

cos(∡BAD )

cos(∡CAD)

ಮುಂದೇ ಕೆ5ಸ್ಯೆdನ್  ನೀಯಮದಂತೆ : 

cos (∡BAD)=
AB2

+ AD2
−BD2

2 AB . AD
, cos (∡CAD)=

AC2
+ AD2

−CD2

2 AC . AD

ಆದ್ದರಿಂದ cos(∡BAD )

cos(∡CAD)
=

AB2
+ AD2

−BD2

AC2
+ AD2

−CD2 .
AC
AB

=
c2

+ AD2
−a2

/4
b2

+AD2
−a2

/4
.

b
c

ಅಪೊJಲೋ5�ನೀಯಸ್  ಪ�ಮೇ�ಯದಿಂದ : 

AD2
=

b2

2
+

c2

2
−

a2

4

ಹಿಂದಿನ ಸಮಿ�ಕರಣಕೆQ ಹೆ5ಂದಿಸಿದ್ಯಾಗ :

cos(∡BAD)

cos(∡CAD)
=

3 c2
+b2

−a2

3b2
+c2

−a2 .
b
c

ಆದ್ದರಿಂದ : B , C , K , L ಬಿಂದುಗಳು ಚಕ್ಕಿ��ಯವ್ಯಾಗಿವೊ  ⇐⇒ c
b
=

3 c2
+b2

−a2

3b2
+c2

−a2 .
b
c

ಅಂದರೆ : B , C , K , L ಬಿಂದುಗಳು ಚಕ್ಕಿ��ಯವ್ಯಾಗಿವೊ  ⇐⇒ c2(3b2+c2-a2) = b2(3c2+b2-a2).

c2 (3b2 + c2 − a2 )− b2 (3c2 + b2 − a2 )= a2 (b2 − c2 )− (b4 − c4)

= (a2- b2 − c2 ) (b2 − c2).

B , C , K , L ಬಿಂದುಗಳು ಚಕ್ಕಿ��ಯವ್ಯಾಗಿವೊ  ⇐⇒ (a2 − b2 − c2) ( b2 − c2) = 0
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b2 − c2 ≠ 0 ಆಗಿರುವುದರಿಂದ (ನ್ಯಾವು ತೀ�ಭುಜವು ಅಸಮಬ್ಯಾಹುವೊಂದು ಮೊದಲೋ� ಹೆ�ಳಿದೇ್ದ�ವೊ), ಅಂತೀಮವ್ಯಾಗಿ 

B , C , K , L ಬಿಂದುಗಳು ಚಕ್ಕಿ��ಯವ್ಯಾಗಿವೊ  ⇐⇒ a2 − b2 − c2 = 0  ⇐⇒ ∡BAC  = 900 .

ವಿರುದ್ಧ ಆಲೋ5�ಚನೋಗ್ಯಾಗಿ ಜ್ಯಾ	ಮಿತೀ�ಯ  ಪುರ್ಯಾವೊಗಳನು, ಕಂಡುಹಿಡಿಯುವ  ಸವ್ಯಾಲನು, ನೀ�ವು
ತೆಗೆದುಕೆ5ಳyಬಹುದು.

ಸಮುದ್ಯಾಯ  ಗಣಿತ  ಕೆ�ಂದ� (ಕಮ5	ನೀಟ್ಟಿ ಮ್ಯಾ	ತಮೇಟ್ಟಿಕ್ಸ್� ಸ್ಯೆಂಟರ್ )(CoMaC)  ರಿಷಿ ವ್ಯಾ	ಲಿ ಎಜುಕೆ�ಷನ್
ಸ್ಯೆಂಟರ್  ಮತು್ತ ಸಹ್ಯಾ	ದಿ� ಶ್ಯಾಲೋ (ಕೆಎಫ್ಐ)ನ  ಒಂದು  ಹೆ5ರಭ್ಯಾಗವ್ಯಾಗಿದೇ (ಎಪಿ).  ಇದು  ಗಣಿತಶ್ಯಾಸ್ತ್ರದ
ಬೇ5�ಧನೋಗೆ ಕ್ಯಾಯ್ಯಾhಗ್ಯಾರಗಳನು, ಮತು್ತ ರ್ಯಾಜ	 ಸಕ್ಯಾhರಗಳು  ಮತು್ತ ಸಕ್ಯಾhರೆ�ತರ  ಸಂಸ್ಯೆ[ಗಳಿಗೆ ಬೇ5�ಧನ್ಯಾ
ಸ್ಯಾಮಗಿ�ಗಳ  ಸಿದ್ಧತೆಗಳನು, ಕೆdಗೆ5ಳುyತ್ತದೇ .   ಕೆ5�ಮ್ಯಾಕ್ಸ್ ಅನು, shailesh.shirali@gmail.com  ನಲಿ#
ಸಂಪಕ್ಕಿhಸಬಹುದು.


